
Áëãüñéèìïé & �ïëõðëïêü�ç�áÓçìåéþóåéòÄåõ�Ýñá, 10 Äåêåìâñßïõ 2007GreedyÈá åðéëýóïõìå ìå Üðëçó�ï áëãüñéèìï �ïí áêüëïõèï ðåñéïñéóìü �ïõ Dis-
rete Knapsa
k (ðñüâëçìá óáêéäßïõ áêåñáßùí �éìþí).Äßíïí�áé: ç ÷ùñç�éêü�ç�áW �ïõ óáêéäßïõ êáé n áí�éêåßìåíá x1; x2; : : : ; xnìå áí�ßó�ïé÷åò áîßåò p1; : : : ; pn êáé áí�ßó�ïé÷á âÜñç w1; : : : ; wn �Ý�ïéá þó�åç óåéñÜ �ùí áí�éêåéìÝíùí �áîéíïìçìÝíá êá�Ü áýîïí âÜñïò íá åßíáé ßäéá ìå �çóåéñÜ �ùí áí�éêåéìÝíùí �áîéíïìçìÝíá êá�Ü öèßíïõóá áîßá.Æç�åß�áé Ýíá õðïóýíïëï �ùí áí�éêåéìÝíùí ðïõ �ï óõíïëéêü �ïõò âÜñïò íáìçí õðåñâáßíåé �çí �éìÞ W êáé ç óõíïëéêÞ �ïõò áîßá íá åßíáé üóï �ï äõíá�üíìåãáëý�åñç.×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, Ýó�ù ü�é �ï ðñþ�ï áí�éêåßìåíï Ý÷åé �çìåãáëý�åñç áîßá, �ï äåý�åñï �çí áìÝóùò åðüìåíç, êüê. Éó÷ýåé äçëáäÞ:p1 > p2 > : : : > pn (1)ÅðåéäÞ ç óåéñÜ �ùí áí�éêåéìÝíùí áí �á �áîéíïìÞóïõìå êá�Ü áýîïí âÜñïò åßíáéßäéá, éó÷ýåé åðéðëÝïí: w1 < w2 < : : : < wn (2)Êá�Ü óõíÝðåéá ï ëüãïò piwi ìåéþíå�áé êáèþò ðñï÷ùñïýìå áðü �ï ðñþ�ïáí�éêåßìåíï ó�á åðüìåíá: p1w1
> p2w2

> : : : > pnwn (3)Ôï Üðëçó�ï êñé�Þñéï ãéá �çí åýñåóç ëýóçò ó�ï ðñüâëçìá õðïäåéêíýåéü�é ðñÝðåé êÜèå öïñÜ íá ðáßñíïõìå �ï áí�éêåßìåíï ðïõ Ý÷åé �ï ìÝãéó�ï ëüãïáîßáò ðñïò âÜñïò êáé �áõ�ü÷ñïíá ÷ùñÜåé ó�ï óáêßäéï. ¢ñá Ýíáò Üðëçó�ïòáëãüñéèìïò èá óáñþíåé �á áí�éêåßìåíá îåêéíþí�áò áðü �ï áí�éêåßìåíï 1 (áöïýáõ�ü Ý÷åé �ï ìåãáëý�åñï ëüãï áîßáò ðñïò âÜñïò) êáé èá ðáßñíåé üóá áí�éêåßìåíáìðïñåß ìÝ÷ñé íá ìçí ÷ùñÜíå Üëëá ó�ï óáêßäéï. Ìüëéò óõíáí�Þóåé �ï ðñþ�ïáí�éêåßìåíï ðïõ äåí ÷ùñÜåé ó�ï óáêßäéï ìðïñåß íá ó�áìá�Þóåé, áöïý üëá �áåðüìåíá áí�éêåßìåíá èá Ý÷ïõí ìåãáëý�åñï âÜñïò (ëüãù �çò åî. 2).1



Ï áëãüñéèìïò åßíáé ï åîÞò: (åðéó�ñÝöåé �ç óõíïëéêÞ áîßá �ùí áí�éêåßìåíùíðïõ åðÝëåîå)1: i← 12: 
apa
ity ←W3: p← 04: while 
apa
ity ≥ wi and i ≤ n do5: ðÜñå �ï áí�éêåßìåíï xi ó�ç ëýóç6: 
apa
ity ← 
apa
ity − wi7: p← p+ pi8: i← i+ 19: end while10: return pÇ ðïëõðëïêü�ç�á ÷ñüíïõ �ïõ ðáñáðÜíù áëãïñßèìïõ åßíáé O (n), áöïý ó�ç÷åéñü�åñç ðåñßð�ùóç äéá�ñÝ÷åé ìßá öïñÜ üëá �á áí�éêåßìåíá1.Èá áðïäåßîïõìå ü�é ç ëýóç ðïõ åðéó�ñÝöåé ï áëãüñéèìïò åßíáé âÝë�éó�ç.Êá�'áñ÷Þí, ðáñá�çñïýìå ü�é ï áëãüñéèìïò îåêéíÜåé áðü �ï ðñþ�ï áí�éêåßìåíïêáé åðéëÝãåé áí�éêåßìåíá ìÝ÷ñé íá ìçí ÷ùñÜíå Üëëá, Üñá �ï óýíïëï �ùíáí�éêåéìÝíùí ðïõ åðéëÝãåé åßíáé Ýíá óýíïëï �çò ìïñöÞò:G = {x1; x2; : : : ; x�} (4)¸ó�ù �þñá ìßá âÝë�éó�ç ëýóç X, êáé áò õðïèÝóïõìå ü�é �á áí�éêåßìåíá�ïõ X �áîéíïìçìÝíá êá�Ü áýîïí index åßíáé �á:X = {x�1
; x�2

; : : : ; x�k} (5)¸ó�ù ü�é �á áí�éêåßìåíá ðïõ áíÞêïõí ó�ç âÝë�éó�ç ëýóç åßíáé äéáöïñå�éêÜáðü �á áí�éêåßìåíá ðïõ åðéëÝãåé ï greedy áëãüñéèìïò, êáé áò õðïèÝóïõìåü�é �ï áí�éêåßìåíï ìå äåßê�ç j åßíáé �ï ðñþ�ï ðïõ áíÞêåé ó�ç ëýóç G áëëÜäåí áíÞêåé ó�ç âÝë�éó�ç ëýóç X. Áõ�ü óçìáßíåé ü�é �1 = 1, �2 = 2, : : :,�j−1 = j − 1 êáé �j > j.ÅðåéäÞ �j > j, áðü �éò ó÷Ýóåéò 1 êáé 2 Ýðå�áé ü�é �ï x�j Ý÷åé ìéêñü�åñçáîßá êáé ìåãáëý�åñï âÜñïò áðü �ï xj. ¢ñá áí áðü �ç âÝë�éó�ç ëýóç XáöáéñÝóïõìå �ï x�j êáé ðñïóèÝóïõìå �ï xj ðáßñíïõìå ìßá ëýóç ðïõ åîáêïëïõèåßíá åßíáé åöéê�Þ (áöïý �ï áí�éêåßìåíï ðïõ ðñïóèÝóáìå Ý÷åé ìéêñü�åñï âÜñïòáðü áõ�ü ðïõ áöáéñÝóáìå), åíþ �áõ�ü÷ñïíá Ý÷åé êáé ìåãáëý�åñç óõíïëéêÞáîßá (áöïý �ï áí�éêåßìåíï ðïõ ðñïóèÝóáìå Ý÷åé ìåãáëý�åñç áîßá áðü áõ�üðïõ áöáéñÝóáìå). Êá�áëÞãïõìå óå Ü�ïðï, áöïý åß÷áìå õðïèÝóåé ü�é ç ëýóçX åßíáé âÝë�éó�ç.1Áí èåùñÞóïõìå ü�é �á áí�éêåßìåíá äåí åßíáé áñ÷éêÜ �áîéíïìçìÝíá êá�Ü öèßíïí�á ëüãïáîßáò ðñïò âÜñïò, �ü�å ðñÝðåé ðñéí åê�åëÝóïõìå �ïí ðáñáðÜíù áëãüñéèìï íá äáðáíÞóïõìå÷ñüíï O (n log n) ãéá íá �á �áîéíïìÞóïõìå. ¢ñá ç óõíïëéêÞ ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á èáåßíáé O (n log n) + O (n) = O (n log n). 2



Êá�Ü óõíÝðåéá �á áí�éêåßìåíá ðïõ áíÞêïõí ó�ç âÝë�éó�ç ëýóç åßíáé �áßäéá ìå áõ�Ü ðïõ áíÞêïõí ó�ç ëýóç �ïõ greedy áëãüñéèìïõ. ¢ñá ï greedyáëãüñéèìïò äßíåé âÝë�éó�ç ëýóç.Dynami
 programming�ñüâëçìá åê�ýðùóçòÈá èåùñÞóïõìå �ï ðñüâëçìá �çò \óùó�Þò" åê�ýðùóçò ìßáò ðáñáãñÜöïõó�ïí åê�õðù�Þ. Ôï êåßìåíï åßíáé ìßá áêïëïõèßá n ëÝîåùí w1; : : : ; wn ìåáí�ßó�ïé÷á ìÞêç l1; l2; : : : ; ln êáé èÝëïõìå íá �çí åê�õðþóïõìå ó�ïí åê�õðù�Þ.ÊÜèå ãñáììÞ ÷ùñÜåé �ï ðïëý W ÷áñáê�Þñåò.Áí ìßá ãñáììÞ ðåñéÝ÷åé �éò ëÝîåéò wi; : : : ; wj, �ï ðëÞèïò �ùí êåíþí ðïõ èáðáñáìåßíïõí ó�ï �Ýëïò �çò ãñáììÞò åßíáé:W − (j − i)− j
∑k=i lkÈÝëïõìå ç åê�ýðùóç íá åëá÷éó�ïðïéåß �ï Üèñïéóìá �ùí êýâùí �ùí ðáñáðÜíùðïóï�Þ�ùí ãéá üëåò �éò ãñáììÝò, åê�üò áðü �çí �åëåõ�áßá.Ëýóç ìå äõíáìéêü ðñïãñáììá�éóìüÈá èåùñÞóïõìå ó�á åðüìåíá ü�é äåí õðÜñ÷åé ëÝîç ó�çí åßóïäï ðïõ íá ìçí÷ùñÜåé óå ìßá ãñáììÞ. ÄçëáäÞ ãéá êÜèå i : 1 ≤ i ≤ n éó÷ýåé li ≤W .Áò äïýìå áñ÷éêÜ ãéá�ß ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò áðï�õã÷Üíåé íá äþóåé �çâÝë�éó�ç ëýóç ó�ï ðñüâëçìá �çò åê�ýðùóçò. Ôï Üðëçó�ï êñé�Þñéï ãéá áõ�ü �ïðñüâëçìá õðïäåéêíýåé ìßá ëýóç ó�çí ïðïßá ãåìßæïõìå êÜèå öïñÜ ìßá ãñáììÞìÝ÷ñéò ü�ïõ íá ìçí ÷ùñÜåé �çí åðüìåíç ëÝîç. Ôü�å áëëÜæïõìå ãñáììÞ êáéóõíå÷ßæïõìå ïìïßùò. ¸ó�ù ü�é äßíå�áé ùò åßóïäïò ç åîÞò áêïëïõèßá ëÝîåùí:W = (a; ab; a; ab
; ab
d)ç ïðïßá èÝëïõìå íá åê�õðùèåß óå ãñáììÝò ìå ìÝãéó�ï ìÞêïò W = 6. Ç ëýóç�ïõ Üðëçó�ïõ áëãüñéèìïõ èá åßíáé ç áêüëïõèç:|a ab a||ab
 ||ab
d |êáé èá Ý÷åé êüó�ïò 03 +33 +0 = 27. ¼ìùò, êá�åâÜæïí�áò �ï �åëåõ�áßï a �çòðñþ�çò ãñáììÞò ó�ç äåý�åñç, ðáßñíïõìå ìßá ëýóç ìå êüó�ïò 23 + 13 + 0 = 9:|a ab ||a ab
 ||ab
d | 3



ÄïêéìÜæïõìå ëïéðüí íá ëýóïõìå �ï ðñüâëçìá ìå äõíáìéêü ðñïãñáììá�éóìü.Ïñßæïõìå áñ÷éêÜ �á áêüëïõèá ìåãÝèç:
• extras [i; j], ãéá 1 ≤ i ≤ j ≤ n: �ï ðëÞèïò �ùí êåíþí ðïõ èá ìåßíïõíó�ï �Ýëïò ìßáò ãñáììÞò ðïõ ðåñéÝ÷åé �éò ëÝîåéò wi; : : : ; wj. Ïñßæïõìå:extras [i; j] = W − (j − i)− j

∑k=i lk (6)�áñá�çñïýìå ü�é ç ðïóü�ç�á áõ�Þ ìðïñåß íá åßíáé áñíç�éêÞ, áí åðéëÝîïõìåíá �ïðïèå�Þóïõìå ó�çí ßäéá ãñáììÞ ëÝîåéò ïé ïðïßåò äåí ÷ùñÜíå óå ìßáãñáììÞ.
• line
ost [i; j], ãéá 1 ≤ i ≤ j ≤ n: �ï êüó�ïò ðïõ óõíåéóöÝñåé ìßáãñáììÞ ðïõ ðåñéÝ÷åé �éò ëÝîåéò wi; : : : ; wj, ó�ï Üèñïéóìá ðïõ èÝëïõìåíá åëá÷éó�ïðïéÞóïõìå. Ïñßæïõìå:line
ost [i; j] =







∞ ; áí extras [i; j] < 0
0 ; áí j = n êáé extras [i; j] ≥ 0

(extras [i; j])3 ; áëëéþò (7)�áñá�çñïýìå ü�é áí ïé ëÝîåéò wi; : : : ; wj äåí ÷ùñÜíå ó�çí ßäéá ãñáììÞ�ü�å �ï áí�ßó�ïé÷ï êüó�ïò åßíáé Üðåéñï. ¢ñá äåí õðÜñ÷åé ðåñßð�ùóçìßá �Ý�ïéá äéåõèÝ�çóç �ùí ëÝîåùí íá áðï�åëåß ìÝñïò âÝë�éó�çò ëýóçò.Åðßóçò, �ï êüó�ïò �çò ãñáììÞò ðïõ ðåñéÝ÷åé �çí �åëåõ�áßá ëÝîç åßíáé 0,ìå �çí ðñïûðüèåóç ü�é ïé ëÝîåéò ðïõ Ý÷ïõí �ïðïèå�çèåß ó�çí �åëåõ�áßáãñáììÞ ÷ùñÜíå ó�çí ßäéá ãñáììÞ. ¸�óé áãíïïýìå �ï êüó�ïò �çò�åëåõ�áßáò ãñáììÞò.Ç ëýóç ðïõ øÜ÷íïõìå èá ðñÝðåé íá åëá÷éó�ïðïéåß �ï Üèñïéóìá �ùí line
ostãéá üëåò �éò ãñáììÝò �ïõ êåéìÝíïõ. Ôá õðïðñïâëÞìá�á ðïõ èá ìáò ïäçãÞóïõíó�ç âÝë�éó�ç ëýóç åßíáé �çò ìïñöÞò:\Âñåò ìßá âÝë�éó�ç äéåõèÝ�çóç �ùí ëÝîåùí w1; : : : ; wj", ãéá j = 1; : : : ; n�ñáãìá�éêÜ, Ýó�ù ìßá âÝë�éó�ç äéåõèÝ�çóç �ùí ëÝîåùí w1; : : : ; wj , êáé áòõðïèÝóïõìå ü�é îÝñïõìå ðùò óå áõ�Þ �ç äéåõèÝ�çóç ç �åëåõ�áßá ãñáììÞ ðåñéÝ÷åé�éò ëÝîåéò wi; : : : ; wj. Ôü�å ïé ðñïçãïýìåíåò ãñáììÝò èá ðåñéÝ÷ïõí �éò ëÝîåéòw1; : : : ; wi−1, êáé ìÜëéó�á äéåõèå�çìÝíåò êá�Ü âÝë�éó�ï �ñüðï2.Áí ëïéðüí åßíáé 
ost[j] �ï êüó�ïò �çò âÝë�éó�çò ëýóçò ãéá �éò ëÝîåéòw1; : : : ; wj ó�çí ïðïßá îÝñïõìå ü�é ç �åëåõ�áßá ãñáììÞ ðåñéÝ÷åé �éò ëÝîåéò2Áí äåí Þ�áí âÝë�éó�á äéåõèå�çìÝíåò, �ü�å èá ìðïñïýóáìå íá áëëÜîïõìå áõ�Ýò �éòãñáììÝò þó�å íá óõíåéóöÝñïõí ëéãü�åñï ó�ç óõíÜñ�çóç êüó�ïõò, ðáßñíïí�áò �åëéêÜêáëý�åñç ëýóç ãéá �éò ëÝîåéò w1; : : : ; wj . 4



wi; : : : ; wj, éó÷ýåé3: 
ost [j] = 
ost [i− 1] + line
ost [i; j]ÖõóéêÜ, ðï�Ý äåí åßíáé ãíùó�ü ðïéá èá åßíáé ç ðñþ�ç ëÝîç �çò �åëåõ�áßáòãñáììÞò. ¢ñá ðñÝðåé íá äïêéìÜóïõìå üëåò �éò ðéèáíÝò åðéëïãÝò ãéá �ï i:ç ðñþ�ç ëÝîç �çò �åëåõ�áßáò ãñáììÞò ìðïñåß íá åßíáé ïðïéáäÞðï�å áðü �éòw1; : : : ; wj. ÔåëéêÜ �ï 
ost [j] ãéá j = 0; 1; : : : ; n ìðïñåß íá ïñéó�åß áíáäñïìéêÜùò åîÞò:
ost [j] =

{

0 ; áí j = 0
min1≤i≤j (
ost [i− 1] + line
ost [i; j]) ; áí j > 0

(8)1: for i← 1 to n do . Õðïëïãéóìüò �ùí extras [i; j]2: extras [i; i]←W − li3: for j ← i+ 1 to n do4: extras [i; j]← extras [i; j − 1]− lj − 15: end for6: end for7: for i← 1 to n do . Õðïëïãéóìüò �ùí line
ost [i; j]8: for j ← i to n do9: if extras [i; j] < 0 then10: line
ost [i; j]←∞11: else if j = n and extras [i; j] ≥ 0 then12: line
ost [i; j]← 013: else14: line
ost [i; j]← (extras [i; j])315: end if16: end for17: end for18: 
ost [0]← 0 . Õðïëïãéóìüò �ùí 
ost [j],p [j]19: for j ← 1 to n do20: 
ost [j]←∞21: for i← 1 to j do22: if 
ost [i− 1] + line
ost [i; j] < 
ost [j] then23: 
ost [j]← 
ost [i− 1] + line
ost [i; j]24: p [j]← i25: end if26: end for27: end for3�éá íá õðïëïãßóïõìå ìå áõ�üí �ïí áíáäñïìéêü �ýðï �çí �éìÞ 
ost [1] ìáò ÷ñåéÜæå�áé ç�éìÞ 
ost [0], �çí ïðïßá ìðïñïýìå íá èÝóïõìå ßóç ìå 0.5



Ï áëãüñéèìïò ðïõ ëýíåé �ï ðñüâëçìá ìå âÜóç �çí ðáñáðÜíù áíáäñïìéêÞó÷Ýóç, áñ÷éêÜ õðïëïãßæåé �éò �éìÝò extras [i; j], ãéá 1 ≤ i ≤ j ≤ n. Ó�çóõíÝ÷åéá õðïëïãßæåé �éò �éìÝò line
ost [i; j] ãéá 1 ≤ i ≤ j ≤ n. ÔÝëïò,õðïëïãßæåé �á êüó�ç 
ost [j] êáé Ýíáí ðßíáêá p �ïõ ïðïßïõ ç �éìÞ p [j] åßíáé ïäåßê�çò �çò ëÝîçò ðïõ âñßóêå�áé ó�çí áñ÷Þ �çò ãñáììÞò ó�çí ïðïßá âñßóêå�áéç ëÝîç wj. ¸�óé, ìå�Ü �çí ïëïêëÞñùóç �ïõ õðïëïãéóìïý �ïõ 
ost [n], îÝñïõìåü�é ç �åëåõ�áßá ãñáììÞ ðåñéÝ÷åé �éò ëÝîåéò wp[n]; : : : ; wn, ç ðñï�åëåõ�áßá ãñáììÞðåñéÝ÷åé �éò ëÝîåéò wp[p[n]−1]; : : : ; wp[n]−1, êüê.Åßíáé îåêÜèáñï ü�é �üóï ç ÷ñïíéêÞ üóï êáé ç ÷ùñéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõáëãïñßèìïõ åßíáé Θ (n2
). Áí ðáñá�çñÞóïõìå ü�é êÜèå ãñáììÞ ÷ùñÜåé �ï ðïëý

⌈W
2

⌉ ëÝîåéò4, �ü�å ìðïñïýìå íá âåë�éþóïõìå �ïí áëãüñéèìï þó�å íá Ý÷åé÷ñïíéêÞ êáé ÷ùñéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á Θ (nW ). Ìßá ãñáììÞ ðïõ ðåñéÝ÷åé �éòëÝîåéò wi; : : : ; wj ðåñéÝ÷åé áêñéâþò j − i + 1 ëÝîåéò. Ìå âÜóç �çí ðáñáðÜíùðáñá�Þñçóç, îÝñïõìå ü�é áí j − i + 1 > ⌈W
2

⌉ �ü�å line
ost [i; j] = ∞. ¢ñáï áëãüñéèìïò ÷ñåéÜæå�áé íá õðïëïãßæåé êáé íá áðïèçêåýåé ìüíï �éò �éìÝò �ùíextras [i; j] êáé line
ost [i; j] ãéá j − i + 1 ≤
⌈W

2

⌉. Åðßóçò, �ï åóù�åñéêü forloop ó�ïí õðïëïãéóìü �ùí 
ost [j],p [j] ÷ñåéÜæå�áé íá äéá�ñÝ÷åé ìüíï �éò �éìÝòáðü max
{

1; j − ⌈W
2

⌉

+ 1
} ùò j.

• �þò ìðïñïýìå íá âåë�éþóïõìå �ç ÷ùñéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á áêüìç ðåñéóóü�åñï,óå �Üîç ìåãÝèïõò Θ (n);

4Áõ�ü óõìâáßíåé åðåéäÞ êÜèå ëÝîç êá�áëáìâÜíåé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá ÷áñáê�Þñá, êáéõðÜñ÷åé ðÜí�á Ýíá êåíü ìå�áîý äýï äéáäï÷éêþí ëÝîåùí ó�çí ßäéá ãñáììÞ.6


