
Åèíéêü Ìå�óüâéï �ïëõ�å÷íåßïÓ÷ïëÞ Çëåê�ñïëüãùí Ìç÷áíéêþí êáé Ìç÷áíéêþí Õðïëïãéó�þíÔïìÝáò Ôå÷íïëïãßáò �ëçñïöïñéêÞò êáé Õðïëïãéó�þíÁëãüñéèìïé êáé �ïëõðëïêü�ç�áÄéäÜóêïí�åò: Ó. ÆÜ÷ïò, Ä. Öù�Üêçò5ç ÓåéñÜ �ñáð�þí ÁóêÞóåùí - Çì/íßá �áñÜäïóçò 12/2/2010¢óêçóç 1: Âåë�ßùóç Ïäéêïý Äéê�ýïõ¸ó�ù ïäéêü äßê�õï G(V;E; `) ðïõ óõíäÝåé Ýíá óýíïëï ðüëåùí V . Èåùñïýìå ü�é �ï äßê�õï åßíáéêá�åõèõíüìåíï, êáé ü�é êÜèå äñüìïò (u; v) 2 E Ý÷åé (ìç áñíç�éêü) ìÞêïò `(u; v). �ñüêåé�áé íáêá�áóêåõáó�åß Ýíáò íÝïò äñüìïò, êáé õðÜñ÷åé ëßó�á E0 ìå ðñï�Üóåéò ãéá æåýãç ðüëåùí �á ïðïßáìðïñåß íá óõíäÝóåé. ÊÜèå ðñü�áóç (u; v) 2 E0 óõíïäåýå�áé áðü áí�ßó�ïé÷ï ìÞêïò `0(u; v). Ôïæç�ïýìåíï åßíáé íá åðéëÝîïõìå �çí ðñü�áóç ðïõ åðé�õã÷Üíåé �çí ìÝãéó�ç ìåßùóç �çò áðüó�áóçòìå�áîý äýï äåäïìÝíùí ðüëåùí s; t 2 V . Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí üóï �ï äõíá�üí ðéï áðïäï�éêüáëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí ðïëõðëïêü�ç�á �ïõáëãïñßèìïõ óáò. Óçìåßùóç: �ñüêåé�áé ãéá �çí ¢óêçóç 4.10 �ïõ DPV.¢óêçóç 2: Ìåßùóç Ìå�áöïñéêÞò Éêáíü�ç�áòÈåùñïýìå äßê�õï ñïÞò G(V;E) ìå áñ÷éêÞ êïñõöÞ s 2 V , êá�áëçê�éêÞ êïñõöÞ t 2 V , êáéìïíáäéáßåò ÷ùñç�éêü�ç�åò ó�éò áêìÝò, êáé öõóéêü áñéèìü k. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá âñïýìå káêìÝò ç äéáãñáöÞ �ùí ïðïßùí ðñïêáëåß �çí ìåãáëý�åñç äõíá�Þ ìåßùóç ó�çí ìÝãéó�ç ñïÞ ìå�áîý�ùí êïñõöþí s êáé t. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íááé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò, êáé íá äéåñåõíÞóå�å áí ç ðñïóÝããéóç ðïõáêïëïõèÞóá�å ãåíéêåýå�áé ãéá áêìÝò äéáöïñå�éêÞò ÷ùñç�éêü�ç�áò. Óçìåßùóç: �ñüêåé�áé ãéá �çí¢óêçóç 7.12 �ïõ KT.¢óêçóç 3: �ñïãñáììá�éóìüò Åöçìåñéþí¸íá íïóïêïìåßï ðïõ áðáó÷ïëåß k ãéá�ñïýò ðñïãñáììá�ßæåé �éò åöçìåñßåò �ïõò ãéá �éò åðüìåíåòn çìÝñåò. ÊÜèå ãéá�ñüò j, 1 � j � k, Ý÷åé äçëþóåé Ýíá óýíïëï çìåñþí Lj ó�éò ïðïßåò åßíáéäéáèÝóéìïò ãéá åöçìåñßá. ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå çìÝñá i, 1 � i � n, åßíáé ãíùó�üò ï áêñéâÞòáñéèìüò pi �ùí ãéá�ñþí ðïõ åöçìåñåýïõí. �ñÝðåé ëïéðüí íá õðïëïãéóèåß Ýíá óýíïëï çìåñþíåöçìåñßáò L0j � Lj ãéá êÜèå ãéá�ñü j, þó�å êÜèå çìÝñá i íá ðåñéëáìâÜíå�áé ó�á óýíïëá çìåñþíåöçìåñßáò áêñéâþò pi ãéá�ñþí, Þ íá äéáðéó�ùèåß ü�é êÜ�é �Ý�ïéï äåí åßíáé åöéê�ü. Íá äéá�õðþ-óå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çíðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò. Óçìåßùóç: �ñüêåé�áé ãéá �çí ¢óêçóç 7.19 �ïõ KT.¢óêçóç 4: ÁíáãùãÝò êáé NP-�ëçñü�ç�áÍá äåßîå�å ü�é �á ðáñáêÜ�ù ðñïâëÞìá�á åßíáé NP-�ëÞñç:Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï ìå ÅëÜ÷éó�ï Áñéèìü Öýëëùí (Min Leaf Spanning Tree)Åßóïäïò : Ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E) êáé öõóéêüò áñéèìüò k, 2 � k < jV j.Åñþ�çóç : ¸÷åé �ï G óõíäå�éêü äÝí�ñï ìå k Þ ëéãü�åñá öýëëá (äçë. êïñõöÝò âáèìïý 1);



Êõñßáñ÷ï Óýíïëï (Dominating Set)Åßóïäïò : Ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E) êáé öõóéêüò áñéèìüò k, 1 � k � jV j.Åñþ�çóç : ¸÷åé �ï G êõñßáñ÷ï óýíïëï D � V ìå jDj � k; ¸íá óýíïëï êïñõöþí D � Váðï�åëåß êõñßáñ÷ï óýíïëï ãéá Ýíá ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E) áí êÜèå êïñõöÞv 2 V åß�å áíÞêåé ó�ï D åß�å óõíäÝå�áé ìå êÜðïéá êïñõöÞ �ïõ D.ÄÝí�ñï Steiner (Steiner Tree)Åßóïäïò : �ëÞñåò ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìáG(V;E) ìå ìÞêç ` : E 7! IN ó�éò áêìÝò, õðïóý-íïëï êïñõöþíC � V , êáé öõóéêüò áñéèìüòB. Ôá ìÞêç �ùí áêìþí éêáíïðïéïýí �çí �ñéãùíéêÞáíéóü�ç�á, äçë. ãéá êÜèå x; y; z 2 V , `(x; y) � `(x; z) + `(z; y).Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷åé óõíåê�éêü õðïãñÜöçìá �ïõ G ðïõ ðåñéëáìâÜíåé üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ C(êáé åíäå÷ïìÝíùò êÜðïéåò êïñõöÝò �ïõ V n C) ìå óõíïëéêü ìÞêïò ðïõ äåí îåðåñíÜ �ï B;Óçìåßùóç : Ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ü�é �ï æç�ïýìåíï õðïãñÜöçìá åßíáé äÝí�ñï. ¸íá �Ý�ïéïäÝí�ñï ïíïìÜæå�áé äÝí�ñï Steiner ãéá �ï C . Ôï ðñüâëçìá åßíáé äéáöïñå�éêü áðü �ïí õðïëïãé-óìü åíüò ÅëÜ÷éó�ïõ Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ, áöïý �ï âÝë�éó�ï äÝí�ñï Steiner äåí ðåñéëáìâÜíåéêá�' áíÜãêç üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ V , áëëÜ ìðïñåß íá åêìå�áëëåõèåß �çí ýðáñîç êÜðïéùíêïñõöþí �ïõ V nC ãéá íá åðé�ý÷åé ìéêñü�åñï óõíïëéêü ìÞêïò óå ó÷Ýóç ìå �ï óõíïëéêü ìÞêïòåíüò ÅëÜ÷éó�ïõ Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ ó�ï åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá ðïõ ïñßæå�áé áðü �ï C .×ùñïèÝ�çóç Õðçñåóéþí (Fa
ility Lo
ation)Åßóïäïò : �ëÞñåò ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E) ìå áðïó�Üóåéò ` : E 7! IN ó�éò áêìÝòêáé êüó�ç f : V 7! IN ó�éò êïñõöÝò, êáé öõóéêüò áñéèìüò B. Ïé áðïó�Üóåéò éêáíïðïéïýí �çí�ñéãùíéêÞ áíéóü�ç�á, äçë. ãéá êÜèå x; y; z 2 V , `(x; y) � `(x; z) + `(z; y).Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷åé óýíïëï êïñõöþí C � V ãéá �ï ïðïßï �ï óõíïëéêü êüó�ïò �ùí êïñõöþí�ïõ C êáé ç óõíïëéêÞ áðüó�áóç êÜèå êïñõöÞò �ïõ V nC áðü �çí ðëçóéÝó�åñç êïñõöÞ ó�ï Cäåí îåðåñíÜ �ï B; �ñÝðåé äçëáäÞ íá äéáðéó�þóïõìå áí õðÜñ÷åé C � V ìå óõíïëéêü êüó�ïòXv2C f(v) + Xu2V nCminv2Cf`(u; v)g � B (1)Óçìåßùóç : Ç áí�éó�ïé÷ßá ìå �ï ðñüâëçìá ÷ùñïèÝ�çóçò õðçñåóéþí ðñïêýð�åé áí èåùñÞóïõìåü�é óå êÜèå êïñõöÞ u 2 V õðÜñ÷åé Ýíáò ðåëÜ�çò ðïõ ðñÝðåé íá óõíäåèåß ó�çí ðëçóéÝ-ó�åñç èÝóç üðïõ ðáñÝ÷å�áé ìéá õðçñåóßá. Ïé áðïó�Üóåéò áí�éó�ïé÷ïýí ó�á êüó�ç óýíäåóçò�ùí ðåëá�þí. Ôï êüó�ïò f(v) áí�éó�ïé÷åß ó�ï êüó�ïò åãêá�Üó�áóçò �çò õðçñåóßáò ó�ç èÝóçv. ÅðéëÝãïí�áò íá åãêá�áó�Þóïõìå �çí õðçñåóßá ó�éò êïñõöÝò �ïõ C , Ý÷ïõìå óõíïëéêü êü-ó�ïò åãêá�Üó�áóçò Pv2C f(v), êáé êüó�ïò óýíäåóçò ãéá êÜèå êïñõöÞ u 2 V n C ßóï ìåminv2Cf`(u; v)g (êÜèå ðåëÜ�çò óõíäÝå�áé ó�çí ðëçóéÝó�åñç èÝóç, �ï êüó�ïò óýíäåóçò ãéá�ïõò ðåëÜ�åò ó�ï C åßíáé ìçäåíéêü). Ôï óõíïëéêü êüó�ïò �ïõ C äßíå�áé áðü �çí (1).Õðüäåéîç: �éá �á �ñßá �åëåõ�áßá ðñïâëÞìá�á, ìðïñåß�å íá äïêéìÜóå�å áíáãùãÝò áðü �ï ÊÜëõììáÊïñõöþí (Vertex Cover).Ïé åðüìåíåò 4 áóêÞóåéò ðñï�åßíïí�áé ãéá åîÜóêçóç êáé âáèìïëïãïýí�áé ùò ìðüíïõò!¢óêçóç 5�: ÖùëéáóìÝíá Äéáó�Þìá�áÄßíïí�áé �á ìç êåíÜ êëåéó�Ü äéáó�Þìá�á öõóéêþí áñéèìþí [s1; t1℄; [s2; t2℄; : : : ; [sn; tn℄. ÕðïèÝ-�ïõìå ü�é s1 � s2 � � � � � sn, åíþ êÜðïéá áðü �á si êáé ti ìðïñåß íá åßíáé ßäéá. Äýï äéá-ó�Þìá�á ëÝãïí�áé öùëéáóìÝíá ü�áí �ï Ýíá åßíáé õðïóýíïëï �ïõ Üëëïõ. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá



õðïëïãßóïõìå �ï ðëÞèïò �ùí æåõãþí öùëéáóìÝíùí äéáó�çìÜ�ùí ó�ï [s1; t1℄; [s2; t2℄; : : : ; [sn; tn℄.�.÷. ó�ï [1; 8℄; [2; 3℄; [3; 4℄; [5; 8℄; [6; 8℄; [7; 12℄ õðÜñ÷ïõí 5 æåýãç öùëéáóìÝíùí äéáó�çìÜ�ùí, �á[2; 3℄ � [1; 8℄, [3; 4℄ � [1; 8℄, [5; 8℄ � [1; 8℄, [6; 8℄ � [1; 8℄, êáé [6; 8℄ � [5; 8℄. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáüóï �ï äõíá�üí ðéï áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�áêáé �çí ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.¢óêçóç 6�: Ôï �ñüâëçìá �çò ÂéâëéïèÞêçòÓå Ýíá öïé�ç�Þ äßíå�áé Ýíá õðï÷ñåù�éêü ðñüãñáììá ìåëÝ�çò ãéá �éò åðüìåíåò T çìÝñåò. ÌåâÜóç �ï ðñüãñáììá, ï öïé�ç�Þò äéáâÜæåé Ýíá ìüíï ìÜèçìá êÜèå çìÝñá. Ï óõíïëéêüò áñéèìüò�ùí ìáèçìÜ�ùí åßíáé n, n < T . Ï öïé�ç�Þò äéáâÜæåé êÜðïéá ìáèÞìá�á óå ðåñéóóü�åñåò áðüìßá êáé ü÷é êá�' áíÜãêç óõíå÷üìåíåò çìÝñåò (ð.÷. 1ç ìÝñá Áëãüñéèìïé, 2ç �ëþóóåò, 3ç ÂÜóåéòÄåäïìÝíùí, 4ç Áëãüñéèìïé, 5ç �ëþóóåò, 6ç Áëãüñéèìïé, 7ç Áëãüñéèìïé, 8ç ÂÜóåéò ÄåäïìÝíùí,9ç ÂÜóåéò ÄåäïìÝíùí, êëð.).Ç ìåëÝ�ç êÜèå ìáèÞìá�ïò áðáé�åß �ï äáíåéóìü åíüò óõãêåêñéìÝíïõ âéâëßïõ áðü �ç âéâëéïèÞêç.Ï êáíïíéóìüò äåí åðé�ñÝðåé ó�ï öïé�ç�Þ íá Ý÷åé ``÷ñåùìÝíá'' ðåñéóóü�åñá áðü k, k < n, âéâëßá�áõ�ü÷ñïíá. ÅðéðëÝïí, ï êáíïíéóìüò äåí åðé�ñÝðåé �ïí äáíåéóìü ðåñéóóü�åñùí �ïõ åíüò âéâëßïõ�çí ßäéá çìÝñá. ¸�óé êÜèå çìÝñá ðïõ ï öïé�ç�Þò ÷ñåéÜæå�áé Ýíá âéâëßï êáé äåí �ï Ý÷åé, ðñÝðåéíá ðçãáßíåé ó�ç âéâëéïèÞêç êáé íá �ï äáíåßæå�áé (äåí ìðïñåß íá äáíåéó�åß êáé Üëëá âéâëßá �çíóõãêåêñéìÝíç çìÝñá). Áí ìÜëéó�á ï öïé�ç�Þò Ý÷åé Þäç ``÷ñåùìÝíá'' k âéâëßá, ðñÝðåé íá äéáëÝîåéðïéï âéâëßï èá åðéó�ñÝøåé. ÊÜèå åðßóêåøç ó�ç âéâëéïèÞêç áðïóðÜ �ïí öïé�ç�Þ áðü �ç ìåëÝ�ç�ïõ. Ôï æç�ïýìåíï ëïéðüí åßíáé ç ðïëé�éêÞ åðéó�ñïöÞò âéâëßùí ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß �ïí áñéèìü �ùíåðéóêÝøåùí ó�ç âéâëéïèÞêç.Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí üóï �ï äõíá�üí ðéï áðïäï�éêü áëãüñéèìï / ðïëé�éêÞ åðéó�ñïöÞò âé-âëßùí ðïõ åîáóöáëßæåé �ïí åëÜ÷éó�ï áñéèìü åðéóêÝøåùí ó�ç âéâëéïèÞêç, êáé íá áðïäåßîå�å ü�éï áëãüñéèìüò óáò ðñÜãìá�é õðïëïãßæåé �ç âÝë�éó�ç ëýóç. �ïéüò åßíáé ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõáëãïñßèìïõ óáò; Ìðïñåß�å íá óõíäÝóå�å �ï ðñüâëçìá �çò âéâëéïèÞêçò ìå êÜðïéá (óçìáí�éêÞ)ðñáê�éêÞ åöáñìïãÞ;¢óêçóç 7�: ÊïðÞ ÕöáóìÜ�ùíÄßíå�áé Ýíá ïñèïãþíéï êïììÜ�é õöÜóìá�ïò ìå äéáó�ÜóåéòX�Y , üðïõX êáé Y èå�éêïß áêÝñáéïé,êáé ìéá ëßó�á ìå n ðñïúüí�á �á ïðïßá ìðïñïýí íá êá�áóêåõáóèïýí ìå �çí ÷ñÞóç �ïõ õöÜóìá�ïò.�éá êÜèå ðñïúüí i ãíùñßæïõìå ü�é ÷ñåéÜæå�áé Ýíá ïñèïãþíéï êïììÜ�é õöÜóìá�ïò äéáó�Üóåùíai � bi, êáé ü�é ç �åëéêÞ �éìÞ ðþëçóçò åßíáé 
i (�á ai; bi; 
i åßíáé èå�éêïß áêÝñáéïé, áí óáò äéåõêï-ëýíåé, ìðïñåß�å íá õðïèÝóå�å ü�é äåí õðÜñ÷ïõí ðñïúüí�á i; j ìå ai � aj , bi � bj , êáé 
i � 
j).ÊÜèå ðñïúüí ìðïñåß íá äçìéïõñãçèåß óå ïóáäÞðï�å áí�ßãñáöá (ìðïñåß êáé êáíÝíá). ¸÷ïõìåó�ç äéÜèåóÞ ìáò ìéá ìç÷áíÞ ðïõ ìðïñåß íá êüøåé ïðïéïäÞðï�å ïñèïãþíéï êïììÜ�é õöÜóìá�ïòóå äýï êïììÜ�éá, åß�å ïñéæüí�éá åß�å êá�áêüñõöá (êÜèå êüøéìï áêïëïõèåß ìéá åõèåßá êÜèå�çðñïò �éò ðëåõñÝò �ïõ õöÜóìá�ïò êáé äåí ìðïñåß íá äéáêïðåß). Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí üóï �ï äõíá-�üí ðéï áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ ðñïóäéïñßæåé �çí âÝë�éó�ç åêìå�Üëëåõóç �ïõ õöÜóìá�ïò, äçë.õðïëïãßæåé ìéá ó�ñá�çãéêÞ êïðÞò þó�å íá ìåãéó�ïðïéçèåß �ï óõíïëéêü êÝñäïò áðü �çí ðþëçóç�ùí ðñïúüí�ùí ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü �á êïììÜ�éá �ïõ õöÜóìá�ïò. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�áêáé íá ðñïóäéïñßóå�å �çí ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò. Óçìåßùóç: �ñüêåé�áé ãéá�çí ¢óêçóç 6.14 �ïõ DPV. �åíéêÜ, �ï Êåö. 6 (êáé ü÷é ìüíï!) �ïõ DPV Ý÷åé ðïëý åíäéáöÝñïõóåòáóêÞóåéò.



¢óêçóç 8�: Áí�éðñïóùðåßá Öïñç�þí Õðïëïãéó�þíÅðéèõìïýìå íá âåë�éó�ïðïéÞóïõìå �çí ëåé�ïõñãßá ìéáò íÝáò áí�éðñïóùðåßáò öïñç�þí õðïëïãé-ó�þí ãéá �éò åðüìåíåò n çìÝñåò. �éá êÜèå çìÝñá i, 1 � i � n, õðÜñ÷åé (áóöáëÞò) ðñüâëåøç di �ïõáñéèìïý �ùí ðùëÞóåùí. ¼ëåò ïé ðùëÞóåéò ëáìâÜíïõí ÷þñá �ï ìåóçìÝñé, êáé üóïé öïñç�ïß õðï-ëïãéó�Ýò äåí ðùëçèïýí, áðïèçêåýïí�áé. ÕðÜñ÷åé äõíá�ü�ç�á áðïèÞêåõóçò ìÝ÷ñé S õðïëïãéó�þí,êáé �ï êüó�ïò åßíáé C ãéá êÜèå õðïëïãéó�Þ ðïõ áðïèçêåýå�áé êáé ãéá êÜèå çìÝñá áðïèÞêåõóçò.Ôï êüó�ïò ìå�áöïñÜò ãéá �çí ðñïìÞèåéá íÝùí õðïëïãéó�þí åßíáé K åõñþ, áíåîÜñ�ç�á áðü �ïðëÞèïò �ùí õðïëïãéó�þí ðïõ ðñïìçèåõüìáó�å, êáé ïé íÝïé õðïëïãéó�Ýò öèÜíïõí ëßãï ðñéí �ïìåóçìÝñé (Üñá áí ðùëçèïýí áõèçìåñüí, äåí ÷ñåéÜæïí�áé áðïèÞêåõóç). Áñ÷éêÜ äåí õðÜñ÷ïõíêáèüëïõ õðïëïãéó�Ýò ó�çí áí�éðñïóùðåßá.Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé ðáñáããåëßåò (äçë. ðüóïõò õðïëïãéó�Ýò èá ðáñáã-ãåßëïõìå êáé ðü�å) þó�å íá éêáíïðïéçèïýí ïé ðñïâëåðüìåíåò ðùëÞóåéò ìå �ï åëÜ÷éó�ï äõíá�üóõíïëéêü êüó�ïò (áðïèÞêåõóçò êáé ìå�áöïñÜò). Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçòðïëõùíõìéêü ó�ï nS ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí ðïëõðëïêü-�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.


