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¢óêçóç 1: Áóõìð�ù�éêüò Óõìâïëéóìüò, ÁíáäñïìéêÝò Ó÷Ýóåéò.

(á) Íá �áîéíïìÞóå�å �éò ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåéò óå áýîïõóá óåéñÜ �Üîçò ìåãÝèïõò, íá âñåß�å äç-
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åðéóçìÜíå�å �éò óõíáñ�Þóåéò ðïõ Ý÷ïõí ßäéá �Üîç ìåãÝèïõò.
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(â) Íá õðïëïãßóå�å �çí �Üîç ìåãÝèïõò �() �ùí ëýóåùí �ùí ðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí. �éá

üëåò �éò ó÷Ýóåéò, íá èåùñÞóå�å ü�é T (1) = �(1).

1. T (n) = 5T (n=7) + n logn

2. T (n) = 3T (n=4) + log
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3. T (n) = 4T (n=4) + n logn

4. T (n) = 4T (n=5) + n= log
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5. T (n) = T (n=3) + 3T (n=7) + n

6. T (n) = T (n=3) + T (2n=3) + n

7. T (n) = T (

p

n) + �(log logn)

8. T (n) = T (n� 3) + log n.

¢óêçóç 2: Ôáîéíüìçóç

(á) ¸ó�ù ðßíáêáò èå�éêþí áêåñáßùí A[1 : : : n℄, êáé Ýó�ù M �ï ìÝãéó�ï ó�ïé÷åßï �ïõ A. Íá äåßîå�å

ü�é ï A ìðïñåß íá �áîéíïìçèåß óå ÷ñüíï O(n + M). Áí M = O(n), ï ÷ñüíïò �áîéíüìçóçò åßíáé

ãñáììéêüò. �éá�ß äåí éó÷ýåé �ï êÜ�ù öñÜãìá �ïõ 
(n logn) óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç; Íá äåßîå�å Ýíá

êÜ�ù öñÜãìá ó�ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò êÜèå óõãêñé�éêïý áëãüñéèìïõ ãéá áõ�Þ

�çí ðåñßð�ùóç �áîéíüìçóçò, êáé íá äéåñåõíÞóå�å áí ï áëãüñéèìïò ðïõ äþóá�å åßíáé âÝë�éó�ïò ü�áí

M = �(n).

(â) ¸ó�ù ðßíáêáò áêåñáßùíA[1 : : : n℄ ðïõ ÷áñáê�çñßæå�áé áðü ðïëëáðëÝò åìöáíßóåéò �ùí ó�ïé÷åßùí

�ïõ. ÓõãêåêñéìÝíá, èåùñïýìå ü�é �ï ðëÞèïò �ùí äéáöïñå�éêþí ó�ïé÷åßùí �ïõ A åßíáé ìüëéò ðïëõëï-

ãáñéèìéêü (äçë. O(log

d

n), ãéá êÜðïéá ó�áèåñÜ d � 1). Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí óõãêñé�éêü áëãüñéèìï

ðïõ �áîéíïìåß �ïí ðßíáêá A óå ÷ñüíï O(n log logn). �éá�ß äåí éó÷ýåé �ï êÜ�ù öñÜãìá �ïõ 
(n logn)

óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç;



¢óêçóç 3: ÁíáæÞ�çóç

(á) ¸ó�ù k, n èå�éêïß öõóéêïß, ìå k < n, êáé Ýó�ù ðßíáêáò A[0 : : : n℄ ìå n+1 öõóéêïýò ìéêñü�åñïõò

Þ ßóïõò �ïõ n. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ïé �éìÝò êÜèå äýï äéáäï÷éêþí ó�ïé÷åßùí �ïõ A äéáöÝñïõí �ï ðïëý

êá�Ü k, äçëáäÞ ü�é ãéá êÜèå j, jA[j℄�A[j + 1℄j � k. (i) Íá äåßîå�å ü�é õðÜñ÷åé èÝóç j �Ý�ïéá þó�å

jA[j℄ � jj � (k + 1)=2. (ii) Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé ìéá �Ý�ïéá

èÝóç. Íá ðñïóäéïñßóå�å �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò, êáé íá áé�éïëïãÞóå�å

�çí ïñèü�ç�Ü �ïõ.

(â) ¸ó�ù n, m èå�éêïß öõóéêïß, ìå m � n, êáé Ýó�ù äéäéÜó�á�ïò ðßíáêáò A[1 : : : n; 1 : : : m℄ ìå nm

öõóéêïýò. �íùñßæïõìå ü�é �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá A åßíáé �áîéíïìçìÝíá óå ãíÞóéá áýîïõóá óåéñÜ

óå êÜèå ãñáììÞ �ïõ êáé óå êÜèå ó�Þëç �ïõ (äçë. ãéá êÜèå i, j, éó÷ýåé ü�é A[i; j℄ < A[i; j +1℄ êáé ü�é

A[i; j℄ < A[i+1; j℄). Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé üëåò �éò èÝóåéò �ïõ

ðßíáêáA üðïõ åìöáíßæå�áé ìéá äåäïìÝíç �éìÞ k. Íá ðñïóäéïñßóå�å �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á

�ïõ áëãïñßèìïõ óáò (óõíáñ�Þóåé �ùí n êáé m), êáé íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�Ü �ïõ.

(ã) Bonus åñþ�çìá: Íá áðïäåßîå�å Ýíá áêñéâÝò êÜ�ù öñÜãìá ó�ïí ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ÷åéñü�åñçò

ðåñßð�ùóçò êÜèå óõãêñé�éêïý áëãüñéèìïõ ãéá �ï ðñüâëçìá (â). Åßíáé ï áëãüñéèìïò ðïõ äéá�õðþóá�å

âÝë�éó�ïò ãéá üëá �á m, n, ìå m � n. Áí ü÷é, íá äéá�õðþóå�å Ýíáí âÝë�éó�ï áëãüñéèìï.

¢óêçóç 4: ÈÝóç ãéá �ï �á�ç�Þñé

�ñüóöá�á áíáêáëýöèçêå ü�é ó�ï (óÞìåñá åãêá�áëåéììÝíï) íçóß �áñáäåßóé, ìðïñåß íá åõäïêéìÞóåé

ìéá óðÜíéá ðïéêéëßá áìðåëéïý ðïõ ðáñÜãåé åîáéñå�éêÞò ðïéü�ç�áò êñáóß. ¸�óé ó÷åäéÜæå�áé ç äç-

ìéïõñãßá áìðåëþíùí êáé �ùí ó÷å�éêþí õðïäïìþí ó�ï �áñáäåßóé, þó�å áõ�ü óýí�ïìá íá êá�ïéêçèåß

êáé ðÜëé.

Óýìöùíá ìå �ï ó÷Ýäéï, èá õðÜñ÷ïõí n áìðåëþíåò ó�ï �áñáäåßóé. ÅðåéäÞ �ï �áñáäåßóé åê�åß-

íå�áé óå ìÞêïò, èá êá�áóêåõáó�åß Ýíáò ìüíï êýñéïò äñüìïò ðïõ èá äéÝñ÷å�áé (êáé èá åîõðçñå�åß)

üëïõò �ïõò áìðåëþíåò. Ï äñüìïò èá îåêéíÜ áðü �ï Ýíá Üêñï �ïõ íçóéïý êáé èá êá�áëÞãåé ó�ï

Üëëï, êáé ïõóéáó�éêÜ ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò Ýíá åõèýãñáììï �ìÞìá. ÌÝóù óõíäå�çñßùí ïäþí (ïé

ïðïßåò åßíáé áìåëç�Ýïõ ìÞêïõò), êÜèå áìðåëþíáò j èá óõíäÝå�áé ìå �ïí êýñéï äñüìï óå óçìåßï ðïõ

ðñïóäéïñßæå�áé áðü ìéá óõí�å�áãìÝíç A[j℄ 2 IN. �ïëëïß áìðåëþíåò ìðïñåß íá ïäçãïýí�áé, ìÝóù

�çò ßäéáò óõíäå�Þñéáò ïäïý, ó�ï ßäéï áêñéâþò óçìåßï �ïõ êýñéïõ äñüìïõ.

Óå êÜðïéï óçìåßï �ïõ äñüìïõ èá êá�áóêåõáó�åß �ï ðá�ç�Þñé êáé ïé áðïèÞêåò ãéá �çí ùñßìáíóç

�ïõ êñáóéïý. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá åðéëåãåß ç èÝóç �ïõ ðá�ç�çñéïý ìå âÝë�éó�ï �ñüðï, äåäïìÝíïõ

ü�é õðÜñ÷åé Ýíáò óçìáí�éêüò ðåñéïñéóìüò ùò ðñïò �ç ìå�áöïñÜ �ùí ó�áöõëéþí. Ï ó÷åäéáóìüò åßíáé

ü�é êÜèå áìðåëþíáò, óå êÜèå �ñýãï, èá ðáñÜãåé áêñéâþò �üóá ó�áöýëéá üóç åßíáé ç ùöÝëéìç

÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ ìïíáäéêïý öïñ�çãïý ðïõ õðÜñ÷åé ó�ï �áñáäåßóé (Ý�óé ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå

ü�é �ï öïñ�çãü êéíåß�áé åß�å ÷ùñßò êáèüëïõ öïñ�ßï åß�å ðëÞñåò öïñ�ßïõ). Ôï öïñ�çãü áõ�ü Ý÷åé

ðñáê�éêÜ ìçäåíéêÞ êá�áíÜëùóç ü�áí äåí Ý÷åé öïñ�ßï, áëëÜ ÷ñåéÜæå�áé Ýíá ëß�ñï ðå�ñÝëáéï ãéá

êÜèå ìïíÜäá áðüó�áóçò ðïõ äéáíýåé öïñ�ùìÝíï ìå ó�áöýëéá (äçë. èåùñïýìå ü�é ç ìå�áöïñÜ �ùí

ó�áöõëéþí åíüò áìðåëþíá ó�ç óõí�å�áãìÝíç `

1

ó�ï ðá�ç�Þñé, áí áõ�ü âñßóêå�áé ó�ç óõí�å�áãìÝíç

`

2

, áðáé�åß áêñéâþò j`

1

� `

2

j ëß�ñá ðå�ñåëáßïõ, èåùñïýìå äå ü�é ï áíåöïäéáóìüò �ïõ öïñ�çãïý äåí

áðï�åëåß ðñüâëçìá). ÄåäïìÝíïõ ü�é ó�ï �áñáäåßóé äåí ìðïñïýí íá áðïèçêåõèïýí ðåñéóóü�åñá áðü

B ëß�ñá ðå�ñåëáßïõ, èÝëïõìå íá åðéëÝîïõìå �ç èÝóç �ïõ ðá�ç�çñéïý ðïõ ìåãéó�ïðïéåß �çí ðïóü�ç�á

ó�áöõëéþí ðïõ ìðïñïýí íá ìå�áöåñèïýí åêåß.

Ìå äåäïìÝíá ëïéðüí �ï ðëÞèïò n �ùí áìðåëþíùí, �éò óõí�å�áãìÝíåòA[1 : : : n℄ üðïõ óõíäÝïí�áé ïé

áìðåëþíåò ó�ïí êýñéï äñüìï, �áîéíïìçìÝíåò óå áýîïõóá óåéñÜ, êáé �çí ðïóü�ç�á B �ïõ ðå�ñåëáßïõ



ðïõ ìðïñåß íá áðïèçêåõèåß ó�ï �áñáäåßóé, ðñÝðåé íá õðïëïãéóèåß ç èÝóç k 2 IN ãéá �ï ðá�ç�Þñé

ðïõ ìåãéó�ïðïéåß �çí ðïóü�ç�á ó�áöõëéþí ðïõ ìðïñïýí ìå�áöåñèïýí åêåß. �.÷. áí n = 6, A =

f1; 2; 10; 10; 12; 14g, êáé B = 7, ìéá �Ý�ïéá èÝóç åßíáé áõ�Þ ìå óõí�å�áãìÝíç 12 (äåß�å ü�é ïé èÝóåéò

10 êáé 11 åßíáé åðßóçò âÝë�éó�åò). �ñïóðáèÞó�å þó�å ï áëãüñéèìüò óáò íá Ý÷åé ðïëõðëïêü�ç�á

O(n logn). Íá áé�éïëïãÞóå�å áíáëõ�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ

áëãüñéèìïõ. Óçìåßùóç: Áëãüñéèìïé ìå �å�ñáãùíéêü ÷ñüíï ðáßñíïõí ìÝñïò �çò âáèìïëïãßáò, êáé

áëãüñéèìïé ìå ãñáììéêü ÷ñüíï ðáßñíïõí bonus.


