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�ñï�åéíüìåíåò ÁóêÞóåéò

¢óêçóç 1. Óå ìéá öáí�áó�éêÞ ÷þñá, äéåíåñãåß�áé äçìïóêüðçóç ó÷å�éêÜ ìå �ç ó�Üóç �ùí ðïëé�þí ùò

ðñïò ìéá óçìáí�éêÞ ðïëé�éêï-ïéêïíïìéêÞ ìå�áâïëÞ. Ïé ðïëß�åò áðáí�ïýí ó�ç äçìïóêüðçóç ìå ``íáé'' Þ

``ü÷é'' (õðÝñ Þ åíáí�ßïí �çò ìå�áâïëÞò). Áí �ï (ðñáãìá�éêü) ðïóïó�ü �ùí ðïëé�þí ðïõ �Üóóïí�áé õðÝñ

�çò ìå�áâïëÞò åßíáé p, èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ìéá åê�ßìçóç p̂ �ïõ p þó�å Pr[jp̂�pj � "p℄ > 1� Æ,

ãéá äåäïìÝíá "; Æ 2 (0; 1). �éá �ç äçìïóêüðçóç, èá ñù�ÞóïõìåN ðïëß�åò, ðïõ åðéëÝãïí�áé éóïðßèáíá

êáé áíåîÜñ�ç�á áðü �ï óýíïëï �ùí ðïëé�þí. Ç åê�ßìçóÞ ìáò p̂ èá åßíáé �ï ðïóïó�ü �ùíN ðïëé�þí ðïõ

�Üóóïí�áé õðÝñ �çò ìå�áâïëÞò. ×ñçóéìïðïéþí�áò Chernoff bounds, íá õðïëïãßóå�å (ùò óõíÜñ�çóç

�ùí ", Æ, êáé p) �ï åëÜ÷éó�ï ìÝãåèïò N �ïõ äåßãìá�ïò ðïõ ÷ñåéáæüìáó�å. Âñåß�å �çí �éìÞ �ïõ N ãéá

" = 0:02 êáé Æ = 0:05, áí ãíùñßæïõìå ü�é p 2 [0:2; 0:8℄ (êáé äåß�å ü�é áõ�Þ ç �éìÞ åßíáé áíåîÜñ�ç�ç

�ïõ ðëçèõóìïý �çò ÷þñáò!).

¢óêçóç 2. Èåùñïýìå Ýíá áóýñìá�ï äßê�õï üðïõ Ýíáò äÝê�çò ``áêïýåé'' ìéá ðçãÞ ìå�Üäïóçò óå ìéá

óõãêåêñéìÝíç óõ÷íü�ç�á, êáé �ï bit b(t), ðïõ ìå�áäßäå�áé �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t, áíáðáñßó�á�áé åß�å

ùò 1 åß�å ùò �1. Åê�üò üìùò áðü �çí ðçãÞ ìå�Üäïóçò ìå �çí ïðïßá åßíáé óõí�ïíéóìÝíïò ï äÝê�çò

ìáò, õðÜñ÷ïõí êáé Üëëåò n ðçãÝò ó�ïí ðåñéâÜëëïí�á ÷þñï, ïé ïðïßåò äçìéïõñãïýí ðáñåìâïëÝò.

Èåùñïýìå ü�é êÜèå �Ý�ïéá ðçãÞ i Ý÷åé éó÷ý p

i

2 (0; 1), êáé ìå�áäßäåé �ï bit b

i

(t) 2 f1;�1g �ç

÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t. Áò äå÷èïýìå ü�é ï äÝê�çò ìáò ëáìâÜíåé �ï óÞìá:

s(t) = b(t) +

n

X

i=1

p

i

b

i

(t)

êáé óõìðåñáßíåé ü�é ç ðçãÞ ìå�Ýäùóå 1, áí s(t) � 0, êáé �1, äéáöïñå�éêÜ. Áí èåùñÞóïõìå ü�é �á

bits b

i

(t) åðéëÝãïí�áé ïìïéüìïñöá êáé áíåîÜñ�ç�á, íá åê�éìÞóå�å (ìå ÷ñÞóç Chernoff bounds) �çí

ðéèáíü�ç�á ï äÝê�çò ìáò íá õðïëïãßóåé ëÜèïò �ï b(t).

¢óêçóç 3. ¸ó�ù �ï �ñáììéêü �ñüãñáììá (�1):

min 3x
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1. Íá ó÷åäéÜóå�å �ï óýíïëï �ùí åöéê�þí ëýóåùí �ïõ (�1) êáé íá âñåß�å �éò êïñõöÝò �ïõ (ßóùò

÷ñåéáó�åß íá �ï �ñïðïðïéÞóå�å êá�Üëëçëá). Íá ó÷åäéÜóå�å �çí êá�åýèõíóç âåë�éó�ïðïßçóçò, êáé

íá âñåß�å ìéá âÝë�éó�ç ëýóç.

2. Íá äéá�õðþóå�å �ï äõúêü ðñüãñáììá (Ä�1) �ïõ (�1). Íá äéá�õðþóå�å �éò 
omplementary sla
k-

ness óõíèÞêåò ãéá �á (�1) êáé (Ä�1), êáé íá �éò ÷ñçóéìïðïéÞóå�å ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò âÝë-

�éó�çò ëýóçò �ïõ (Ä�1).



¢óêçóç 4. ¸ó�ù �ï �ñáììéêü �ñüãñáììá (�2):

min �10x
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Íá ëýóå�å (äýï öïñÝò) �ï (�2) ìå �ïí áëãüñéèìï Simplex. Íá îåêéíÞóå�å ìå âáóéêÝò ìå�áâëç�Ýò

�éò x

5

; x

6

; x
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. Íá áêïëïõèÞóå�å �ïõò ðáñáêÜ�ù êáíüíåò ãéá �çí åíáëëáãÞ ó�çëþí (pivoting) ó�ç

âÜóç (�çí ðñþ�ç öïñÜ �ïí Ýíá, �çí äåý�åñç �ïí Üëëï):

1. (i) ùò íÝá âáóéêÞ ìå�áâëç�Þ åðéëÝãå�áé åêåßíç ìå �ï åëÜ÷éó�ï áíçãìÝíï êüó�ïò, êáé (ii) áí

õðÜñ÷ïõí äýï Þ ðåñéóóü�åñåò âáóéêÝò ìå�áâëç�Ýò õðïøÞöéåò ãéá Ýîïäï áðü �ç âÜóç, åðéëÝãå�áé

åêåßíç ìå �ïí åëÜ÷éó�ï äåßê�ç.

2. (i) ùò íÝá âáóéêÞ ìå�áâëç�Þ åðéëÝãå�áé åêåßíç (áðü �éò ìå�áâëç�Ýò ìå áñíç�éêü áíçãìÝíï êüó�ïò)

ìå �ïí åëÜ÷éó�ï äåßê�ç, êáé (ii) áí õðÜñ÷ïõí äýï Þ ðåñéóóü�åñåò âáóéêÝò ìå�áâëç�Ýò õðïøÞöéåò

ãéá Ýîïäï áðü �ç âÜóç, åðéëÝãå�áé åêåßíç ìå �ïí åëÜ÷éó�ï äåßê�ç.

¢óêçóç 5. ¸íáò �å�ñáãùíéêüò áêÝñáéïò ðßíáêáòB êáëåß�áé unimodular áí ç áðüëõ�ç �éìÞ �çò ïñß-

æïõóÜò �ïõ åßíáé ßóç ìå 1. ¸íáò (ü÷é êá�' áíÜãêç �å�ñáãùíéêüò) áêÝñáéïò ðßíáêáòA êáëåß�áé totally

unimodular áí êÜèå �å�ñáãùíéêüò ìç éäéÜæùí (nonsingular) õðïðßíáêÜò �ïõ A åßíáé unimodular.

Èåùñïýìå �ï ðïëý�ïðï P = fx 2 IR

n

: Ax = b; x � 0g, üðïõ A Ýíáò áêÝñáéïò ðßíáêáò m� n

êáé b Ýíá áêÝñáéïm-äéÜíõóìá. Íá äåßîå�å ü�é áí ï A åßíáé totally unimodular, �ü�å üëåò ïé êïñõöÝò

�ïõ P åßíáé áêÝñáéá n-äéáíýóìá�á.

¢óêçóç 6. ¸ó�ù A Ýíáò ðßíáêáòm�n, x Ýíá n-äéÜíõóìá ìå�áâëç�þí, êáé b Ýíám-äéÜíõóìá. Ôï

ãñáììéêü óýó�çìá Ax � b êáëåß�áé ìç-óõìâéâáó�ü áí õðÜñ÷åém-äéÜíõóìá y �Ý�ïéï þó�å A

T

y = 0,

b

T

y < 0, êáé y � 0. Íá áðïäåßîå�å ü�é �ï óýó�çìá Ax � b åßíáé ìç-åðéëýóéìï áí êáé ìüíï áí åßíáé

ìç-óõìâéâáó�ü.

¢óêçóç 7. Ó�ï ðñüâëçìá �ïõ MAX k-CUT, äßíå�áé Ýíá áðëü ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E)

ìå èå�éêÜ âÜñç ó�éò áêìÝò. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé ìéá äéáìÝñéóç �ïõ V óå k óýíïëá V

1

; : : : ; V

k

ðïõ

ìåãéó�ïðïéåß �ï óõíïëéêü âÜñïò �ùí áêìþí ó�ï áí�ßó�ïé÷ï k-
ut. Èåùñïýìå �ïí áðëü ðéèáíï�éêü

áëãüñéèìï ðïõ éóïðßèáíá �ïðïèå�åß êÜèå êïñõöÞ óå Ýíá áðü �á óýíïëá V

1

; : : : ; V

k

. Íá äåßîå�å ü�é ç

ìÝóç �éìÞ �ïõ óõíïëéêïý âÜñïõò �ùí áêìþí ó�ï k-
ut ðïõ ðñïêýð�åé åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí (1�

1

k

)OPT.

¢óêçóç 8. Íá äåßîå�å ü�é ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò ãéá �ï (äéáêñé�ü) Knapsa
k ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ùò

êñé�Þñéï åðéëïãÞò �ï ëüãï �çò áîßáò ðñïò �ï ìÝãåèïò êÜèå áí�éêåéìÝíïõ äåí åðé�õã÷Üíåé ó�áèåñü

ëüãï ðñïóÝããéóçò. Íá �ñïðïðïéÞóå�å �ïí áëãüñéèìï þó�å (ç �ñïðïðïéçìÝíç åêäï÷Þ) íá åðé�õã÷Üíåé

ëüãï ðñïóÝããéóçò 2 (ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò ðñÝðåé íá ðáñáìåßíåé O(n log n), üðïõ n ï áñéèìüò �ùí

áí�éêåéìÝíùí).

¢óêçóç 9. Èåùñïýìå �ïí ðáñáêÜ�ù áëãüñéèìï ðñïóÝããéóçò ãéá �ï ðñüâëçìá �ïõ weighted Vertex

Cover óå Ýíá ãñÜöçìá G(V;E), üðïõ êÜèå êïñõöÞ v 2 V Ý÷åé èå�éêü âÜñïò w(v).



Íá äåßîå�å ü�é ï áëãüñéèìïò åðé�õã÷Üíåé ëüãï ðñïóÝã-

ãéóçò 2. Åéäéêü�åñá, íá äåßîå�å ü�é ãéá �éò �éìÝò �ùí C

êáé 
(e), e 2 E, ó�ï �Ýëïò �ïõ áëãïñßèìïõ, éó÷ýïõí �á

åîÞò:

1. Ôï óõíïëéêü âÜñïò �ïõ C åßíáé ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ

2

P

e2E


(e).

2. Ôï âÜñïò �ïõ âÝë�éó�ïõ óõíüëïõ êÜëõøçò åßíáé ìå-

ãáëý�åñï Þ ßóï �ïõ

P

e2E


(e). Õðüäåéîç: Íá äåß-

îå�å ü�é ó�ï �Ýëïò �ïõ áëãüñéèìïõ, ïé �éìÝò �ùí 
(e)

áðï�åëïýí feasible dual ëýóç.

Áêüìç íá âñåß�å Ýíá ãñÜöçìá üðïõ ï áëãüñéèìïò õðï-

ëïãßæåé Ýíá óýíïëï êÜëõøçò ìå âÜñïò äéðëÜóéï áðü

áõ�ü �ïõ âÝë�éó�ïõ óõíüëïõ êÜëõøçò.

WeightedVertexCover(G(V;E), w)

C  ;;

8v 2 V , t(v) w(v);

8e 2 E, 
(e) 0;

while C äåí åßíáé vertex 
over do

e = fu; vg ìéá áêÜëõð�ç áêìÞ;

Æ  minft(u); t(v)g;

t(u) t(u)� Æ;

t(v) t(v)� Æ;


(e) Æ;

C  C [ fz 2 fu; vg : t(z) = 0g;

return(C);

¢óêçóç 10. Ó�ï ðñüâëçìá �ïõ Maximum Coverage, äßíïí�áé Ýíá óýíïëï U ìå n ó�ïé÷åßá, ìéá

óõëëïãÞ S

1

; : : : ; S

m

áðü õðïóýíïëá �ïõ U , êáé Ýíáò èå�éêüò áêÝñáéïò k. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé ç

åðéëïãÞ k õðïóõíüëùí S

i

1

; : : : ; S

i

k

þó�å íá ìåãéó�oðïéçèåß ï áñéèìüò �ùí ó�ïé÷åßùí ðïõ êáëýð�ïí�áé

áðü áõ�Ü (äçë. íá ìåãéó�ïðïéçèåß �ï jS

i

1

[ � � � [ S

i

k

j).

1. Íá äåßîå�å ü�é ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò ðïõ óå êÜèå åðáíÜëçøç åðéëÝãåé �ï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé

�á ðåñéóóü�åñá áêÜëõð�á ó�ïé÷åßá Ý÷åé ëüãï ðñïóÝããéóçò 1� (1�

1

k

)

k

> 1�

1

e

.

2. Íá äåßîå�å ü�é ãéá êÜèå � 2 (0; 1), ç ýðáñîç åíüò (1 � �)-ðñïóåããéó�éêïý áëãüñéèìïõ ãéá �ï

Maximum Coverage ïäçãåß óå Ýíáí dlog

1=�

ne-ðñïóåããéó�éêü áëãüñéèìï ãéá �ï ðñüâëçìá Set

Cover.

¢óêçóç 11. Äßíå�áé Ýíá ðëÞñåò ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E; `), êÜèå áêìÞ e �ïõ ïðïßïõ

Ý÷åé ìÞêïò `(e) � 0. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é �á ìÞêç �ùí áêìþí éêáíïðïéïýí �çí �ñéãùíéêÞ áíéóü�ç�á.

Ôï æç�ïýìåíï åßíáé Ýíáò êýêëïò Hamilton ðïõ �ï ìÝãéó�ï âÜñïò �ùí áêìþí �ïõ åßíáé �ï åëÜ÷éó�ï

äõíá�üí. Íá äåßîå�å ü�é äåí õðÜñ÷åé ðñïóåããéó�éêüò áëãüñéèìïò (ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ) ìå ëüãï

ðñïóÝããéóçò ìéêñü�åñï �ïõ 2 ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá (åê�üò áí P = NP). Ôé óõìâáßíåé áí �á ìÞêç

�ùí áêìþí åßíáé áõèáßñå�á;


