
Åèíéêü Ìå�óüâéï �ïëõ�å÷íåßïÓ÷ïëÞ Çëåê�ñïëüãùí Ìç÷áíéêþí êáé Ìç÷áíéêþí Õðïëïãéó�þíÔïìÝáò Ôå÷íïëïãßáò �ëçñïöïñéêÞò êáé Õðïëïãéó�þíÁëãüñéèìïé êáé �ïëõðëïêü�ç�áÄéäÜóêïí�åò: Ó. ÆÜ÷ïò, Ä. Öù�Üêçò3ç ÓåéñÜ �ñï�åéíüìåíùí ÁóêÞóåùí¢óêçóç 1: �ñáöçìá�éêÝò ÁêïëïõèßåòÇ áêïëïõèßá âáèìþí (degree sequen
e) åíüò ãñáöÞìá�ïò åßíáé ç áêïëïõèßá �ùí âáèìþí �ùí êï-ñõöþí �ïõ, óõíÞèùò óå öèßíïõóá óåéñÜ. Ìéá áêïëïõèßá n � 1 öõóéêþí áñéèìþí ïíïìÜæå�áé ãñá-öçìá�éêÞ (graphi
 sequen
e) áí áðï�åëåß �çí áêïëïõèßá âáèìþí åíüò áðëïý ìç êá�åõèõíüìåíïõãñáöÞìá�ïò n êïñõöþí. Ç ìïíáäéêÞ ãñáöçìá�éêÞ áêïëïõèßá ìå Ýíá ó�ïé÷åßï åßíáé ç d1 = 0.Íá äåßîå�å ü�é ìéá áêïëïõèßá n > 1 öõóéêþí d = (d1; : : : ; dn), d1 � � � � � dn, åßíáé ãñáöçìá�éêÞáí êáé ìüíï áí ç áêïëïõèßá d0 ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí d áí áöáéñÝóïõìå �ï ìåãáëý�åñï ó�ïé÷åßïd1 êáé ìåéþóïõìå �á d1 åðüìåíá ìåãáëý�åñá ó�ïé÷åßá �çò d êá�Ü 1 åßíáé åðßóçò ãñáöçìá�éêÞ.Ëýóç. ¸ó�ù d = (d1; : : : ; dn), d1 � � � � � dn, áêïëïõèßá n > 1 öõóéêþí áñéèìþí, êáé Ýó�ù d0 çáêïëïõèßá ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí d áí áöáéñÝóïõìå �ï d1 êáé ìåéþóïõìå �á d1 åðüìåíá ìåãáëý�åñáó�ïé÷åßá d2; : : : ; dd1+1 �çò êá�Ü 1. �ñÝðåé âÝâáéá d1 � n� 1, äéáöïñå�éêÜ ç d0 äåí èá Þ�áí êáëþòïñéóìÝíç.Èá äåßîïõìå ðñþ�á ü�é ç óõíèÞêç åßíáé éêáíÞ. ¸ó�ù ü�é ç áêïëïõèßá d0 åßíáé ãñáöçìá�éêÞ, êáéÝó�ù G0 áðëü ãñÜöçìá ìå n� 1 êïñõöÝò ðïõ Ý÷åé ùò áêïëïõèßá âáèìþí �çí d0. Áí ðñïóèÝóïõìåó�ï G0 ìéá íÝá êïñõöÞ âáèìïý d1 êáé �çí óõíäÝóïõìå ìå �éò d1 êïñõöÝò �ïõ G0 ðïõ Ý÷ïõí âáèìüd2�1; : : : ; dd1+1�1, ðñïêýð�åé Ýíá áðëü ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò ðïõ Ý÷åé ùò áêïëïõèßá âáèìþí�çí d. ¢ñá êáé ç d åßíáé ãñáöçìá�éêÞ.Ó�ç óõíÝ÷åéá áðïäåéêíýïõìå ü�é ç óõíèÞêç åßíáé áíáãêáßá. ¸ó�ù ü�é ç áêïëïõèßá d åßíáéãñáöçìá�éêÞ, êáé Ýó�ù G áðëü ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò ðïõ Ý÷åé ùò áêïëïõèßá âáèìþí �çí d.Èåùñïýìå êïñõöÞ v �ïõ G ìå âáèìü d1. ¸ó�ù N(v) �ï óýíïëï �ùí ãåé�üíùí �çò v ó�ï G, êáé Ýó�ùS óýíïëï d1 êïñõöþí �ïõ G ìå (�ïõò åðéèõìç�ïýò) âáèìïýò d2; : : : ; dd1+1 áí�ßó�ïé÷á (áí õðÜñ÷ïõíðïëëÜ �Ý�ïéá óýíïëá, åðéëÝãïõìå áõ�ü ìå �ï ìÝãéó�ï ðëÞèïò êïñõöþí �ïõ N(v)). Áí N(v) = S,áöáéñþí�áò �çí v áðü �ï G ðñïêýð�åé áðëü ãñÜöçìá G0 ìå n� 1 êïñõöÝò ðïõ Ý÷åé ùò áêïëïõèßáâáèìþí �çí d0.Áí N(v) 6= S, èá �ñïðïðïéÞóïõìå �ï G þó�å íá áõîÞóïõìå �ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí �ïõ S ðïõáíÞêïõí ó�ï N(v), äçë. �ï jN(v) \ Sj, ÷ùñßò íá ìå�áâÜëïõìå �ïí âáèìü êáìßá êïñõöÞò. �éá áõ�ü,èåùñïýìå êïñõöÝò x 2 S n N(v) êáé y 2 N(v) n S. Áöïý ï âáèìüò �çò x åßíáé ìåãáëý�åñïò áðü�ïí âáèìü �çò y (åðåéäÞ ç y åßíáé ãåß�ïíáò �çò v áëëÜ äåí áíÞêåé ó�ï S), õðÜñ÷åé êïñõöÞ z ðïõóõíäÝå�áé ìå �çí x áëëÜ ü÷é ìå �çí y. Ôñïðïðïéïýìå �ï G áí�éêáèéó�þí�áò �çí áêìÞ fz; xg ìå �çíáêìÞ fv; xg êáé �çí áêìÞ fv; yg ìå �çí áêìÞ fz; yg. Ïé âáèìïß �ùí åìðëåêüìåíùí êïñõöþí äåíáëëÜæïõí êáé �ï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýð�åé åßíáé áðëü. ÅðáíáëáìâÜíïí�áò áõ�Þ �çí äéáäéêáóßá üóåòöïñÝò ÷ñåéáó�åß, êá�áëÞãïõìå óå Ýíá áðëü ãñÜöçìá Ĝ ìå n êïñõöÝò êáé áêïëïõèßá âáèìþí �çíd, üðïõ ç êïñõöÞ ìÝãéó�ïõ âáèìïý v Ý÷åé N(v) = S. Áöáéñþí�áò �çí v áðü �ï Ĝ ðñïêýð�åé áðëüãñÜöçìá ìå áêïëïõèßá âáèìþí �çí d0. ut



¢óêçóç 2: ÏëéêÞ Êá�áâüèñáÏëéêÞ êá�áâüèñá óå Ýíá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá ëÝãå�áé ìéá êïñõöÞ ðïõ äåí Ý÷åé åîåñ÷üìåíåòáêìÝò êáé Ý÷åé åéóåñ÷üìåíç áêìÞ áðü êÜèå Üëëç êïñõöÞ. Èåùñïýìå ãñÜöçìá ìå n � 2 êïñõöÝòðïõ áíáðáñßó�á�áé ìå ðßíáêá ãåé�íßáóçò:1. Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò O(n2) ðïõ âñßóêåé ìéá ïëéêÞ êá�áâüèñá Þáðïöáßíå�áé ü�é äåí õðÜñ÷åé.2. Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò O(n) ðïõ âñßóêåé ìéá ïëéêÞ êá�áâüèñá Þ íááðïöáßíå�áé ü�é äåí õðÜñ÷åé.Ëýóç. (1) Ìðïñïýìå íá åëÝãîïõìå ãéá êÜèå êïñõöÞ ÷ùñéó�Ü áí åßíáé ïëéêÞ êá�áâüèñá Þ ü÷é.ÄåäïìÝíïõ ü�é ï Ýëåã÷ïò ãéá êÜèå êïñõöÞ ìðïñåß íá ãßíåé ó�ï O(n), ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò èá åßíáéO(n2).(2) Ôï ðñüâëçìá ìðïñåß íá ëõèåß óå ÷ñüíï O(n) áí åêìå�áëëåõèïýìå ü�é (á) êÜèå ãñÜöçìá Ý÷åé�ï ðïëý ìßá ïëéêÞ êá�áâüèñá, êáé (â) áí Ýíá ãñÜöçìá Ý÷åé ïëéêÞ êá�áâüèñá, �ü�å êÜèå ìïíïðÜ�éïäçãåß óå áõ�Þ.¸ó�ù v1; : : : ; vn ïé êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò. Ç éäÝá �ïõ áëãüñéèìïõ åßíáé ç åîÞò: Áêïëïõèïýìåìéá äéáäñïìÞ üðïõ ïé êïñõöÝò åìöáíßæïí�áé óå áýîïõóá óåéñÜ �ùí äåéê�þí �ïõò. ÓõãêåêñéìÝíá,îåêéíÜìå áðü �çí êïñõöÞ v1, êáé óõíå÷ßæïõìå ó�çí áìÝóùò ìåãáëý�åñç ãåé�ïíéêÞ �çò (áí õðÜñ÷åé).Óõíå÷ßæïõìå Ý�óé ìÝ÷ñé íá êá�áëÞîïõìå óå êïñõöÞ vi ðïõ äåí Ý÷åé áêìÞ ðñïò êáìßá êïñõöÞ vj ìåj > i. �áñá�çñïýìå ü�é áí �ï ãñÜöçìá Ý÷åé ïëéêÞ êá�áâüèñá áõ�Þ åßíáé ç êïñõöÞ vi (ãéá�ß; íááðïäåßîå�å áõ�üí �ïí éó÷õñéóìü). Ôüóï ï åí�ïðéóìüò �çò êïñõöÞò vi üóï êáé ï Ýëåã÷ïò ãéá �ï áíåßíáé ïëéêÞ êá�áâüèñá õëïðïéïýí�áé óå ÷ñüíï O(n). ut¢óêçóç 3: Åîéóïññüðçóç ÄÝí�ñïõ¸ó�ù T (V;E) äÝí�ñï ìå èå�éêÜ âÜñç w : V 7! IN� ó�éò êïñõöÝò �ïõ. ÈÝëïõìå íá åðéëÝîïõìå ìéáêïñõöÞ v �ïõ T ùò ñßæá, þó�å �ï óõíïëéêü âÜñïò �ùí êïñõöþí ó�ï âáñý�åñï õðïäÝí�ñï �çò v íáåßíáé �ï åëÜ÷éó�ï äõíá�ü. �éï óõãêåêñéìÝíá, èåùñþí�áò ìéá êïñõöÞ v ìå âáèìü d(v) ùò ñßæá �ïõ T ,äéáìåñßæïõìå �éò êïñõöÝò �ïõ T ó�çí ñßæá v êáé ó�éò êïñõöÝò �ùí d(v) õðïäÝí�ñùí Tv1 ; : : : ; Tvd(v)ìå ñßæåò �ïõò ãåß�ïíåò v1; : : : ; vd(v) �çò v ó�ï T . Ôï óõíïëéêü âÜñïò �ùí êïñõöþí óå êÜèå õðïäÝí�ñïåßíáé w(Tv1); : : : ; w(Tvd(v)). Èåùñïýìå ü�é ç êá�áëëçëü�åñç ñßæá ãéá �ï T åßíáé ç êïñõöÞ v ðïõåëá÷éó�ïðïéåß �çí ðïóü�ç�á b(v) = max1�i�d(v)fw(Tvi)g, äçë. �ï óõíïëéêü âÜñïò �ùí êïñõöþí ó�ïâáñý�åñï õðïäÝí�ñï �çò v.Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí üóï �ï äõíá�üí ðéï áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ äåäïìÝíïõ åíüò äÝí�ñïõT (V;E) êáé �ïõ âÜñïõò w(u) êÜèå êïñõöÞò u 2 V , õðïëïãßæåé ìéá êïñõöÞ v ìå åëÜ÷éó�ï b(v).Ëýóç. Ç åðéëïãÞ ìéáò êïñõöÞò v ìå åëÜ÷éó�ï b(v) ìðïñåß íá ãßíåé óå ÷ñüíï O(n). ÅðéëÝãïõìåáõèáßñå�á ìßá êïñõöÞ v ùò õðïøÞöéá ñßæá �ïõ äÝí�ñïõ. Ó�ï T ìå ñßæá �çí v, õðïëïãßæïõìå óåãñáììéêü ÷ñüíï (åöáñìüæïí�áò postorder) �ï óõíïëéêü âÜñïò �ùí êïñõöþí óå êÜèå õðïäÝí�ñï �ïõT , êáé áðïèçêåýïõìå �çí áí�ßó�ïé÷ç �éìÞ ó�çí ñßæá êÜèå õðïäÝí�ñïõ. ¸�óé ãéá êÜèå êïñõöÞ u,Ý÷ïõìå õðïëïãßóåé êáé áðïèçêåýóåé �ï óõíïëéêü âÜñïò w(Tu) �ùí êïñõöþí ðïõ åßíáé áðüãïíïß �çòu ó�ï T ìå ñßæá �çí v (èåùñïýìå ü�é �ï w(Tu) ðåñéëáìâÜíåé �ï w(u)).¸ó�ù d(v) ï âáèìüò �çò v, Ýó�ù v1; : : : ; ud(v) ïé ãåß�ïíÝò �çò v ó�ï T , êáé Ýó�ù Tv1 ; : : : ; Tvd(v)�á áí�ßó�ïé÷á õðïäÝí�ñá. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, èåùñïýìå ü�é �ï Tv1 åßíáé �ï âáñý�åñï



õðïäÝí�ñï �çò v êáé ü�é b(v) = w(Tv1 ). �áñá�çñïýìå ü�é ãéá êÜèå ãåß�ïíá vi �çò v, b(vi) �w(v) +Pj 6=iw(Tvj ). ÅðïìÝíùò êÜèå ãåß�ïíáò vi �çò v, åê�üò �çò v1, Ý÷åé b(vi) � b(v). Óõíåðþò çêïñõöÞ ðïõ øÜ÷íïõìå åß�å åßíáé ç v åß�å âñßóêå�áé ó�ï âáñý�åñï õðïäÝí�ñï Tv1 �çò v. �éï óõãêå-êñéìÝíá, áí w(Tv1) � w(v) +Pd(v)j=2 w(Tvj ), ç êïñõöÞ v Ý÷åé åëÜ÷éó�ï b(v) êáé åßíáé ç êïñõöÞ ðïõøÜ÷íïõìå. Äéáöïñå�éêÜ, ç êïñõöÞ ðïõ øÜ÷íïõìå âñßóêå�áé ó�ï âáñý�åñï õðïäÝí�ñï Tv1 �çò v (ãéá�ß;íá áðïäåßîå�å áõ�üí �ïí éó÷õñéóìü). Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, èÝ�ïõìå �çí v1 ó�çí èÝóç �çò v (äçë.ó�çí èÝóç �çò õðïøÞöéáò ñßæáò �ïõ T ), õðïëïãßæïõìå �ï b(v1) ùò ìÝãéó�ï �ïõ w(v) +Pd(v)j=2 w(Tvj ),ðïõ åßíáé �ï âÜñïò �ïõ õðïäÝí�ñïõ �çò v1 ìå ñßæá �çí v, êáé �ùí âáñþí �ùí õðïäÝí�ñùí �çò v1 ìåñßæåò �éò Üëëåò ãåé�ïíéêÝò �çò êïñõöÝò, êáé åðáíáëáìâÜíïõìå �çí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá.ÓõíïëéêÜ Ý÷ïõìå �ï ðïëý jV j åðáíáëÞøåéò. Ï ÷ñüíïò ãéá êÜèå åðáíÜëçøç ðïéêßëåé, áíÜëïãá ìå�ï ðëÞèïò �ùí ãåé�üíùí �çò õðïøÞöéá ñßæáò. ¼ìùò óå êÜèå åðáíÜëçøç, ç íÝá ñßæá v1 âñßóêå�áé óåêÜðïéï õðïäÝí�ñï �çò �ñÝ÷ïõóáò ñßæáò v, êáé Ý�óé �ï b(v1) ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß áðü �çí õðÜñ÷ïõóáðëçñïöïñßá, ÷ùñßò íá áðáé�åß�áé íá õðïëïãßóïõìå �á âÜñç �ùí õðïäÝí�ñùí áðü �çí áñ÷Þ. ¸�óé çðëçñïöïñßá ðïõ Ý÷ïõìå ãéá êÜèå êïñõöÞ u áñ÷éêÜ (äçë. �ï âÜñïò �çò w(u) êáé �ï óõíïëéêü âÜñïòw(Tu) �ùí áðïãüíùí �çò u ó�ï T ìå ñßæá �çí ðñþ�ç õðïøÞöéá êïñõöÞ) åîå�Üæå�áé O(1) öïñÝò óåüëç �çí äéÜñêåéá �ïõ áëãüñéèìïõ. ÅðïìÝíùò ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò åßíáé O(jV j). ut¢óêçóç 4: ÅíçìÝñùóç ÅëÜ÷éó�ïõ Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ (DPV 5.23)Èåùñïýìå ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E;w) ìå èå�éêÜ âÜñç ó�éò áêìÝò, êáé Ýíá ÅëÜ÷éó�ïÓõíäå�éêü ÄÝí�ñï T (V;E0) �ïõ G. Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ðïõ �ñïðïðïéåßêá�Üëëçëá �ï T þó�å íá ðáñáìåßíåé ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï ü�áí �ï âÜñïò ìéáò áêìÞò e 2 EáëëÜæåé áðü w(e) óå ŵ(e). �éá �çí äéá�ýðùóç êáé �ïí ðñïóäéïñéóìü �ïõ ÷ñüíïõ åê�Ýëåóçò �ïõáëãïñßèìïõ óáò, íá õðïèÝóå�å ü�é �üóï �ï G üóï êáé �ï T áíáðáñßó�áí�áé ìå ëßó�åò ãåé�íßáóçò.Ëýóç. Äéáêñßíïõìå 4 ðåñéð�þóåéò, áíÜëïãá ìå �ï áí ç e áíÞêåé ó�ï T Þ ü÷é, êáé áí �ï âÜñïò �çòáõîÜíå�áé Þ ìåéþíå�áé. Ôï T ìðïñåß íá áëëÜîåé ìüíï áí (i) e 2 T êáé �ï âÜñïò �çò áõîÜíå�áé, êáé(ii) e 62 T êáé �ï âÜñïò �çò ìåéþíå�áé.Ó�çí ðåñßð�ùóç (i), áöáéñïýìå �çí e, ``óðÜæïí�áò'' Ý�óé �ï T óå äýï óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò T1êáé T2 (ï õðïëïãéóìüò �ùí T1 êáé T2 ãßíå�áé ð.÷. ìå BFS óå ÷ñüíï �(n)). Óå ÷ñüíï �(m), ìåÝíá ðÝñáóìá �ùí áêìþí, õðïëïãßæïõìå �çí áêìÞ åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò e0 ðïõ äéáó÷ßæåé �çí �ïìÞ ðïõïñßæå�áé áðü �éò êïñõöÝò �ùí T1 êáé T2. Áí w(e0) < ŵ(e), åíçìåñþíïõìå �ï T ðñïóèÝ�ïí�áò �çí e0êáé áöáéñþí�áò �çí e. Äéáöïñå�éêÜ, äéá�çñïýìå �ï T .Ó�çí ðåñßð�ùóç (ii), ðñïóèÝ�ïõìå �çí e ó�ï T , êáé âñßóêïõìå (ð.÷. ìå DFS óå ÷ñüíï O(n)) �ïíêýêëï C ðïõ ó÷çìá�ßæå�áé. Óå ÷ñüíï O(n), åëÝã÷ïõìå áí õðÜñ÷åé áêìÞ e0 2 C ìå âÜñïò ìåãáëý�åñï�ïõ ŵ(e). Áí íáé, åíçìåñþíïõìå �ï T ðñïóèÝ�ïí�áò �çí e êáé áöáéñþí�áò �çí e0. Äéáöïñå�éêÜ,äéá�çñïýìå �ï T . ut¢óêçóç 5: Bottlene
k Shortest Path Tree (KT 4.19)Èåùñïýìå Ýíá áðëü ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E; 
) ìå ÷ùñç�éêü�ç�åò 
(e) ó�éò áêìÝò �ïõe 2 E, êáé áîéïëïãïýìå �á ìïíïðÜ�éá ìå�áîý äýï êïñõöþí u; v ìå âÜóç �çí ÷ùñç�éêü�ç�Ü �ïõò.Ç ÷ùñç�éêü�ç�á åíüò u � v ìïíïðá�éïý p êáèïñßæå�áé áðü �çí åëÜ÷éó�ç ÷ùñç�éêü�ç�á �ùí áêìþí�ïõ, êáé åßíáé C(p) = mine2pf
(e)g. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá õðïëïãßóïõìå Ýíá (üóï �ï äõíá�üí ðéïáñáéü) óõíäå�éêü õðïãñÜöçìá �ïõ G ðïõ ãéá êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí u; v 2 V , ðåñéÝ÷åé Ýíá u� vìïíïðÜ�é ìÝãéó�çò ÷ùñç�éêü�ç�áò.



(á) Íá äåßîå�å ü�é õðÜñ÷åé óõíäå�éêü äÝí�ñï T �ïõG ó�ï ïðïßï ãéá êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí u; v 2 V ,�ï ìïíáäéêü u� v ìïíïðÜ�é ó�ï T áðï�åëåß Ýíá u� v ìïíïðÜ�é ìÝãéó�çò ÷ùñç�éêü�ç�áò.(â) Ìå âÜóç �ï (á), íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá �ïí õðïëïãéóìü åíüò �Ý�ïéïõóõíäå�éêïý äÝí�ñïõ.Ëýóç. (á) ¸ó�ù T Ýíá ÌÝãéó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï (ÌÓÄ, Maximum Spanning Tree) �ïõ G, äçë. Ýíáóõíäå�éêü äÝí�ñï ìå ìÝãéó�ï óõíïëéêü âÜñïò. Èá äåßîïõìå ü�é ãéá êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí u; v 2 V ,�ï ìïíáäéêü u� v ìïíïðÜ�é ó�ï T áðï�åëåß Ýíá u� v ìïíïðÜ�é ìÝãéó�çò ÷ùñç�éêü�ç�áò.�éá íá êá�áëÞîïõìå óå Ü�ïðï, èåùñïýìå æåýãïò êïñõöþí u; v ãéá �éò ïðïßåò �ï u� v ìïíïðÜ�éìÝãéó�çò ÷ùñç�éêü�ç�áò p� Ý÷åé ÷ùñç�éêü�ç�á ìåãáëý�åñç áðü �çí ÷ùñç�éêü�ç�á �ïõ u�v ìïíïðá�éïýp ó�ï T . ¸ó�ù e ìéá áêìÞ åëÜ÷éó�çò ÷ùñç�éêü�ç�áò �ïõ p. Áöïý C(p�) > C(p) = w(e), üëåò ïéáêìÝò �ïõ p� Ý÷ïõí âÜñïò ìåãáëý�åñï �ïõ w(e). Áöáéñïýìå �çí e áðü �ï T , ``óðÜæïí�áò'' �ï Ý�óéóå äýï óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò T1 êáé T2, ç ìßá áðü �éò ïðïßåò ðåñéÝ÷åé �çí u êáé ç Üëëç �çí v.¸ó�ù e0 ç áêìÞ �ïõ p� ðïõ äéáó÷ßæåé �çí �ïìÞ ðïõ ïñßæå�áé áðü �éò êïñõöÝò �ùí T1 êáé T2. Áöïýw(e0) > w(e), �ï T [ fe0g n feg åßíáé Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï ìå óõíïëéêü âÜñïò ìåãáëý�åñï áðü �ïâÜñïò �ïõ T , Ü�ïðï.(â) ¸íá ÌÓÄ õðïëïãßæå�áé áí�ßó�ïé÷á ìå Ýíá ÅÓÄ, áí óå êÜèå âÞìá åðéëÝãïõìå ìéá ìÝãéó�ïõâÜñïõò áêìÞ ç ïðïßá äéáó÷ßæåé ìéá �ïìÞ ðïõ äåí äéáó÷ßæå�áé áðü êÜðïéá áðü �éò Þäç åðéëåãìÝíåòáêìÝò. ¸�óé Ýíá ÌÓÄ ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß ìå �ïí áëãüñéèìï �ïõ Kruskal, áí áñ÷éêÜ ïé áêìÝòÝ÷ïõí �áîéíïìçèåß óå öèßíïõóá óåéñÜ âÜñïõò, Þ ìå �ïí áëãüñéèìï �ïõ Prim, áí óå êÜèå âÞìá,åðéëÝãå�áé êáé åí�Üóóå�áé ó�ï äÝí�ñï ç êïñõöÞ ìå �ï ìåãáëý�åñï êüó�ïò óýíäåóçò / Ýí�áîçò. ut¢óêçóç 6: Äåý�åñï Åëáöñý�åñï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï (CLRS 23.1)Èåùñïýìå ìç êá�åõèõíüìåíï óõíåê�éêü ãñÜöçìá G(V;E;w) ìå èå�éêÜ âÜñç ó�éò áêìÝò, êáé õðïèÝ-�ïõìå ü�é jEj � jV j êáé ü�é üëá �á âÜñç �ùí áêìþí �ïõ G åßíáé äéáöïñå�éêÜ ìå�áîý �ïõò. ¸ó�ù T�ï óýíïëï üëùí �ùí óõíäå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ G, êáé Ýó�ù T 0 2 T Ýíá ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï(ÅÓÄ) �ïõ G. Ôï Äåý�åñï Åëáöñý�åñï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï (2ï-ÅÓÄ) �ïõ G åßíáé Ýíá óõíäå�éêü äÝ-í�ñï T 2 T �Ý�ïéï þó�å w(T ) = minT 002T nfT 0gfw(T 00)g. Ìå Üëëá ëüãéá, �ï 2ï-ÅÓÄ T åßíáé Ýíáóõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G ðïõ Ý÷åé âÜñïò ìåãáëý�åñï Þ ßóï áðü �ï âÜñïò �ïõ ÅÓÄ T 0 êáé ìéêñü�åñïÞ ßóï áðü �ï âÜñïò êÜèå Üëëïõ óõíäå�éêïý äÝí�ñïõ.(á) Íá äåßîå�å ü�é �ï ÅÓÄ �ïõ G åßíáé ìïíáäéêü, êáé ü�é êÜ�é �Ý�ïéï äåí éó÷ýåé áðáñáß�ç�á ãéá �ï2ï-ÅÓÄ �ïõ G.(â) ¸ó�ù T �ï ÅÓÄ �ïõ G êáé T 0 êÜðïéï 2ï-ÅÓÄ. Íá äåßîå�å ü�é �á T êáé T 0 äéáöÝñïõí êá�Ü ìßáìüíï áêìÞ, äçë. ü�é õðÜñ÷ïõí áêìÝò e 2 T êáé e0 62 T �Ý�ïéåò þó�å T 0 = T [ fe0g n feg.(ã) ¸ó�ù T Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G êáé, ãéá ïðïéïäÞðï�å æåýãïò êïñõöþí u; v 2 V , Ýó�ù emaxuvç áêìÞ ìÝãéó�ïõ âÜñïõò ó�ï ìïíáäéêü u � v ìïíïðÜ�é ó�ï T . Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ÷ñüíïõO(jV j2) ðïõ äÝ÷å�áé ùò åßóïäï �ï T êáé ðñïóäéïñßæåé �çí áêìÞ emaxuv ãéá üëá �á æåýãç êïñõöþíu; v 2 V .(ä) Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé Ýíá 2ï-ÅÓÄ �ïõ G.Ëýóç. (á) �éá íá áðïäåßîïõìå �ç ìïíáäéêü�ç�á �ïõ ÅÓÄ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áðáãùãÞ óå Ü�ïðï.ÕðïèÝ�ïõìå ëïéðüí ü�é �ï ÅÓÄ �ïõ G äåí åßíáé ìïíáäéêü. ¢ñá õðÜñ÷ïõí äýï äéáöïñå�éêÜ ÅÓÄ T ,T 0 ìå âÜñïò w(T ) = w(T 0). ¸ó�ù ëïéðüí U = T nT 0 �ï óýíïëï �ùí áêìþí ðïõ áíÞêïõí ó�ï T áëëÜü÷é ó�ï T 0 êáé U 0 = T 0 n T �ï óýíïëï �ùí áêìþí ðïõ áíÞêïõí ó�ï T 0 áëëÜ ü÷é ó�ï T . Áöïý �á Têáé T 0 åßíáé äéáöïñå�éêÜ, �á óýíïëá U êáé U 0 åßíáé ìç êåíÜ. Èá äåßîïõìå ü�é áõ�ü óõíåðÜãå�áé �çí



ýðáñîç æåõãáñéïý áêìþí e 2 U êáé e0 2 U 0 �Ý�ïéùí þó�å (á) w(e) < w(e0) êáé (â) �ï T 0[fegnfe0gáðï�åëåß óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G.
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4Ó÷Þìá 1. �áñÜäåéãìá ãñáöÞìá�ïò ìå äéáöïñå-�éêÜ âÜñç ó�éò áêìÝò. Ôï âÜñïò �ïõ (ìïíáäéêïý)ÅÓÄ åßíáé 7. Ôï ãñÜöçìá Ý÷åé äýï äéáöïñå�éêÜ(äåý�åñá êáëý�åñá) óõíäå�éêÜ äÝí�ñá âÜñïõò 8.
¸ó�ù ëïéðüí e ç áêìÞ åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò ó�ï óýíïëïU [U 0. Áöïý �á âÜñç üëùí �ùí áêìþí åßíáé äéáöïñå�éêÜìå�áîý �ïõò, üëåò ïé Üëëåò áêìÝò ó�ï óýíïëï U [U 0 Ý÷ïõíâÜñïò ìåãáëý�åñï �çò e. Áò èåùñÞóïõìå ü�é ç e áíÞêåéó�ï T (Üñá äåí áíÞêåé ó�ï T 0). Áí ðñïóèÝóïõìå �çí áêìÞe ó�ï T 0 ó÷çìá�ßæå�áé êýêëïò. Áõ�üò ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åéêÜðïéá áêìÞ e0 2 U 0, áöïý äéáöïñå�éêÜ ï ßäéïò êýêëïòèá õðÞñ÷å êáé ó�ï T . ÅðïìÝíùò w(e) < w(e0). ¢ñá �ïãñÜöçìá T 0 [ feg n fe0g áðï�åëåß Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï�ïõ G ìå óõíïëéêü âÜñïò w(T 0) +w(e)�w(e0) < w(T 0).Áõ�ü åßíáé Ü�ïðï, áöïý Ý÷ïõìå õðïèÝóåé ü�é �ï T 0 åßíáéÝíá ÅÓÄ.(â) �éá íá êá�áëÞîïõìå óå Ü�ïðï, õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï æç�ïýìåíï äåí éó÷ýåé, äçë. ü�é õðÜñ÷åé êÜðïéï2ï-ÅÓÄ T 0 ðïõ äéáöÝñåé áðü �ï T óå äýï �ïõëÜ÷éó�ïí áêìÝò �ïõ. ¸÷ïõìå ëïéðüí ü�é ãéá �á óýíïëáU = T n T 0 êáé U 0 = T 0 n T éó÷ýåé ü�é jU j � 2 êáé jU 0j � 2. Èá äåßîïõìå ü�é áõ�ü óõíåðÜãå�áé �çíýðáñîç óõíäå�éêïý äÝí�ñïõ T 00 �ïõ G ðïõ åßíáé äéáöïñå�éêü �ïõ T êáé Ý÷åé âÜñïò w(T 00) < w(T 0).Áõ�ü áí�éâáßíåé ó�çí õðüèåóç ü�é �ï T 0 åßíáé Ýíá 2ï-ÅÓÄ �ïõ G.Ç éäÝá åßíáé íá âñïýìå Ýíá æåõãÜñé áêìþí e 2 U êáé e0 2 U 0 �Ý�ïéùí þó�å (á)w(e) < w(e0)êáé (â) �ï T 00 = T 0 [ feg n fe0g áðï�åëåß óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G. Áõ�ü áñêåß åðåéäÞ �ï óõíäå�éêüäÝí�ñï T 00 èá Ý÷åé âÜñïò w(T 00) < w(T 0) êáé èá åßíáé äéáöïñå�éêü áðü �ï T , áöïý �á T êáé T 0äéáöÝñïõí êá�Ü äýï �ïõëÜ÷éó�ïí áêìÝò.¸ó�ù ëïéðüí e ç áêìÞ åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò ó�ï U . Áí ðñïóèÝóïõìå �çí e ó�ï T 0 ó÷çìá�ßæå�áéêýêëïò, ï ïðïßïò ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé êÜðïéá áêìÞ e0 62 T (Üñá e0 2 U 0, äéáöïñå�éêÜ ï ßäéïò êýêëïòèá õðÞñ÷å êáé ó�ï T ). ¢ñá �ï T 00 = T 0 [ feg n fe0g áðï�åëåß óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G.ÁðïìÝíåé íá äåßîïõìå ü�é w(e) < w(e0). Ç ðñïóèÞêç �çò e0 ó�ï T äçìéïõñãåß êýêëï, ï ïðïßïòðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé êÜðïéá áêìÞ ê 62 T 0 (Üñá ê 2 U ). ÅðåéäÞ �ï T åßíáé Ýíá ÅÓÄ êáé �á âÜñç üëùí�ùí áêìþí åßíáé äéáöïñå�éêÜ ìå�áîý �ïõò, ðñÝðåé w(ê) < w(e0) (áí w(e0) < w(ê), �ï óõíäå�éêüäÝí�ñï T [fe0gnfêg èá åß÷å âÜñïò ìéêñü�åñï áðü �ï âÜñïò �ïõ T ). Áöïý ç e åßíáé ç áêìÞ åëÜ÷éó�ïõâÜñïõò �ïõ U êáé ê 2 U , éó÷ýåé ü�é w(e) � w(ê) < w(e0).(ã) �éá êÜèå êïñõöÞ u 2 V , ï õðïëïãéóìüò �ùí áêìþí emaxuv (êáé �ùí áí�ßó�ïé÷ùí âáñþí) ãéá êÜèåv 2 V ìðïñåß íá ãßíåé óå ÷ñüíï O(jV j) ìå Ýíá ðÝñáóìá �ïõ äÝí�ñïõ T . Åéäéêü�åñá, èåùñïýìå ùòñßæá �çí êïñõöÞ u, êáé åðéóêåð�üìáó�å óõó�çìá�éêÜ üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ T óå áýîïõóá áðüó�áóçáðü �çí u (ãéá áõ�ü ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå BFS Þ DFS ìå ñßæá �çí u). �éá êÜèå êïñõöÞv ðïõ åßíáé Üìåóïò áðüãïíïò �çò u ó�ï T (äçë. ãéá êÜèå v �Ý�ïéá þó�å (u; v) 2 T ), ç emaxuv åßíáé çáêìÞ (u; v). �éá êÜèå Üëëç êïñõöÞ v, Ýó�ù x o Üìåóïò ðñüãïíüò �çò v ó�ï T (äçë. ç áêìÞ (x; v) 2 Táðï�åëåß �çí ðñþ�ç áêìÞ �ïõ ìïíïðá�éïý áðü �çí v ðñïò �çí ñßæá u, Ý�óé �ï ``ðÝñáóìÜ'' ìáò ö�Üíåéó�çí v ìÝóù �çò áêìÞò (x; v)). Ôü�å ç emaxuv åßíáé ç âáñý�åñç áðü �éò áêìÝò (x; v) êáé emaxux .ÅðáíáëáìâÜíïõìå �çí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá jV j öïñÝò, êÜèå öïñÜ èåùñïýìå ùò ñßæá ìéá äéá-öïñå�éêÞ êïñõöÞ u 2 V , êáé õðïëïãßæïõìå �éò áêìÝò emaxuv ãéá üëá �á æåýãç êïñõöþí u; v 2 Vóå ÷ñüíï O(jV j2) (äåß�å áêüìç ü�é ìðïñïýìå íá áðïöýãïõìå êÜðïéïõò õðïëïãéóìïýò (ðüóïõò êáéðïéïýò;) ëüãù óõììå�ñßáò).(ä) ¸ó�ù T �ï ÅÓÄ �ïõ G. Áðü �ï (â), ãíùñßæïõìå ü�é Ýíá 2ï-ÅÓÄ ðñïêýð�åé áí áí�éêá�áó�ÞóïõìåêÜðïéá áêìÞ e 2 T ìå êÜðïéá áêìÞ e0 62 T �Ý�ïéá þó�å �ï T 0 = T [ fe0g n feg íá åßíáé óõíäå�éêü



äÝí�ñï. �éá íá åßíáé �ï T 0 óõíäå�éêü äÝí�ñï, ðñÝðåé áí ç áêìÞ ðïõ ðñïóèÝ�ïõìå åßíáé ç e0 = (u; v)(äçë. óõíäÝåé �éò êïñõöÝò u êáé v), ç áêìÞ e ðïõ áöáéñïýìå íá áíÞêåé ó�ï ìïíïðÜ�é ìå�áîý u êáé vó�ï ÅÓÄ T . ÅðéðëÝïí, áöïý �ï âÜñïò w(T 0) = w(T )+w(e0)�w(e) �ïõ T 0 ðñÝðåé íá åßíáé åëÜ÷éó�ï,�ï æåõãÜñé áêìþí e0 êáé e ðñÝðåé íá Ý÷åé åëÜ÷éó�ç äéáöïñÜ âÜñïõò w(e0)� w(e). ¢ñá ç áêìÞ ðïõáöáéñïýìå ðñÝðåé íá åßíáé ç áêìÞ ìÝãéó�ïõ âÜñïõò emaxuv ó�ï ìïíïðÜ�é ìå�áîý u êáé v ó�ï T . ¸�óéåðéëÝãïõìå �ï æåýãïò áêìþí (u; v) 62 T êáé emaxuv ìå åëÜ÷éó�ç äéáöïñÜ âÜñïõò w(u; v) � w(emaxuv ).Ìå âÜóç �á ðáñáðÜíù, �ï óõíäå�éêü äÝí�ñï T [ f(u; v)g n femaxuv g áðï�åëåß Ýíá 2ï-ÅÓÄ.Ç ðáñáðÜíù ìåèïäïëïãßá õðïëïãéóìïý åíüò 2ïõ-ÅÓÄ ìðïñåß íá õëïðïéçèåß óå ÷ñüíï O(jV j2)üðùò áíáëýå�áé ðáñáêÜ�ù. Èåùñïýìå ùò åßóïäï �ïõ áëãüñéèìïõ �ï ãñÜöçìá G(V;E;w), �ï ïðïßïáíáðáñßó�á�áé ìå ëßó�á ãåé�íßáóçò.1. Õðïëïãßæïõìå �ï ÅÓÄ T �ïõ G ìå �ïí áëãüñéèìï �ïõ Prim óå ÷ñüíï O(jEj + jV j log jV j) =O(jV j2).2. Óýìöùíá ìå �ï (ã), õðïëïãßæïõìå �çí áêìÞ ìÝãéó�ïõ âÜñïõò emaxuv ó�ï ìïíïðÜ�é ìå�áîý u êáé vó�ï T , ãéá üëá �á æåýãç êïñõöþí u; v 2 V , óå ÷ñüíï O(jV j2).3. Õðïëïãßæïõìå �ï æåýãïò áêìþí (u; v) 62 T êáé emaxuv ìå åëÜ÷éó�ç äéáöïñÜ âÜñïõò w(u; v) �w(emaxuv ). ÄåäïìÝíùí �ùí áêìþí emaxuv , áõ�ü õëïðïéåß�áé óå ÷ñüíï O(jEj) = O(jV j2) ìå Ýëåã÷ï�çò äéáöïñÜò âÜñïõò w(u; v) � w(emaxuv ) ãéá êÜèå áêìÞ (u; v) 62 T .4. Åðéó�ñÝöïõìå �ï óõíäå�éêü äÝí�ñï T [ f(u; v)g n femaxuv g, �ï ïðïßï åßíáé Ýíá 2ï-ÅÓÄ �ïõ G. ut¢óêçóç 7: Bottlene
k Spanning Tree (CLRS 23.3)¸íá Bottlene
k Spanning Tree åíüò áðëïý ìç êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò G(V;E;w) ìå âÜñçó�éò áêìÝò åßíáé Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G ó�ï ïðïßï �ï ìÝãéó�ï âÜñïò áêìÞò åßíáé åëÜ÷éó�ïìå�áîý üëùí �ùí óõíäå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ G. ÄçëáäÞ �ï Bottlene
k Spanning Tree T åëá÷éó�ïðïéåß�ï bottlene
k êüó�ïò 
(T ) = maxe2T fw(e)g.(á) Íá äåßîå�å ü�é êÜèå ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï �ïõ G áðï�åëåß Ýíá Bottlene
k Spanning Tree.Ìå âÜóç �ï (á), ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå Ýíá Bottlene
k Spanning Tree �ïõ G óå ÷ñüíï ü÷éìåãáëý�åñï áðü �ïí ÷ñüíï ðïõ ÷ñåéÜæå�áé ãéá �ïí õðïëïãéóìü åíüò ÅëÜ÷éó�ïõ Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ.Ó�ç óõíÝ÷åéá, èá äåßîïõìå ü�é Ýíá Bottlene
k Spanning Tree ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß óå ãñáììéêü÷ñüíï.(â) Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ï ïðïßïò äÝ÷å�áé ùò åßóïäï Ýíá ãñÜöçìáG(V;E;w)êáé Ýíáí öõóéêü B, êáé áðïöáóßæåé áí �ï G Ý÷åé óõíäå�éêü äÝí�ñï ìå bottlene
k êüó�ïò ìéêñü�åñïÞ ßóï �ïõ B.(ã) Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ðïõ äÝ÷å�áé ùò åßóïäï Ýíá ãñÜöçìá G(V;E;w),êáé õðïëïãßæåé Ýíá Bottlene
k Spanning Tree �ïõ G.Ëýóç. (á) Ìå ó�ü÷ï íá êá�áëÞîïõìå óå Ü�ïðï, õðïèÝ�ïõìå ü�é õðÜñ÷åé ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï(ÅÓÄ) T ìå bottlene
k êüó�ïò ìåãáëý�åñï áðü �ï áí�ßó�ïé÷ï êüó�ïò åíüò Bottlene
k Spanning Tree(BST) Tb, äçë. éó÷ýåé ü�é 
(Tb) < 
(T ). Óõíåðþò õðÜñ÷åé áêìÞ e� 2 T ìå âÜñïò w(e) ìåãáëý�åñïáðü �ï âÜñïò êÜèå êÜèå áêìÞò �ïõ Tb. Áöáéñïýìå �çí áêìÞ e� áðü �ï T , ``óðÜæïí�Üò'' �ï Ý�óé óå äýïóõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò T1 êáé T2. ¸ó�ù e ìéá áêìÞ �ïõ Tb ðïõ äéáó÷ßæåé �çí �ïìÞ ðïõ ïñßæå�áé áðü�éò êïñõöÝò �ùí T1 êáé T2 (�Ý�ïéá e õðÜñ÷åé ãéá�ß �ï Tb åßíáé óõíäå�éêü äÝí�ñï). Áöïý w(e�) > w(e),�ï T [ feg n fe�g åßíáé Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï ìå óõíïëéêü âÜñïò ìéêñü�åñï áðü �ï âÜñïò �ïõ T ,Ü�ïðï.



(â) Ï áëãüñéèìïò äéáãñÜöåé üëåò �éò áêìÝò ìå âÜñïò ìåãáëý�åñï �ïõ B, êáé åëÝã÷åé (ìå BFS) áí�ï ãñÜöçìá ðïõ áðïìÝíåé åßíáé óõíåê�éêü. Áí �ï ãñÜöçìá ðïõ áðïìÝíåé åßíáé óõíåê�éêü, �ï äÝí�ñï�ïõ BFS áðï�åëåß Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï ìå bottlene
k êüó�ïò ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ B. Ï ÷ñüíïòåê�Ýëåóçò åßíáé ãñáììéêüò ùò ðñïò �ï ðëÞèïò áêìþí.(ã) ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, èåùñïýìå ü�é üëá �á âÜñç �ùí áêìþí åßíáé äéáöïñå�éêÜ (áí äåíåßíáé, åðé�õã÷Üíïõìå �ï ßäéï áðï�Ýëåóìá ïñßæïí�áò Ýíáí ``êáíüíá ðñï�ßìçóçò'' ìå�áîý áêìþí ßäéïõâÜñïõò). Óå ÷ñüíï �(m), õðïëïãßæïõìå �çí ``median'' áêìÞ emed , ç ïðïßá Ý÷åé âÜñïò ìéêñü�åñïáðü �éò ìéóÝò áêìÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò êáé ìåãáëý�åñï áðü �éò Üëëåò ìéóÝò. ¸ó�ù w(emed) = B �ïâÜñïò �çò ``median'' áêìÞò. Ìå �ïí áëãüñéèìï �ïõ (â), åëÝã÷ïõìå óå ÷ñüíï �(m) áí �ï ãñÜöçìáÝ÷åé bottlene
k spanning tree ìå êüó�ïò ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ B.� Áí íáé, åöáñìüæïõìå áíáäñïìéêÜ �ïí ßäéï áëãüñéèìï ó�ï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýð�åé áðü �ç äéá-ãñáöÞ �ùí áêìþí ìå âÜñïò ìåãáëý�åñï �ïõ B. Ôï ãñÜöçìá áõ�ü Ý÷åé m=2 áêìÝò êáé åßíáéóõíåê�éêü. Ôï bottlene
k spanning tree ãéá �ï áñ÷éêü ãñÜöçìá åßíáé �ï bottlene
k spanning treeðïõ èá ðñïêýøåé ùò áðÜí�çóç �çò áíáäñïìéêÞò êëÞóçò.� Áí ü÷é, óõìð�ýóóïõìå �éò óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò ðïõ õðïëüãéóå �ï BFS, êáé èåùñïýìå �ï ãñÜ-öçìá ìå êïñõöÝò áõ�Ýò �éò óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò êáé áêìÝò üëåò �éò ìå�áîý �ïõò áêìÝò ó�ï áñ-÷éêü ãñÜöçìá (áí õðÜñ÷ïõí ðïëëáðëÝò áêìÝò ìå�áîý êÜðïéùí óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþí, êñá�Üìåìüíï áõ�Þ ìå �ï åëÜ÷éó�ï âÜñïò). Ôï ãñÜöçìá áõ�ü Ý÷åém=2 áêìÝò �ï ðïëý, áöïý üëåò ïé áêìÝòìå âÜñïò ìéêñü�åñï �ïõ B Ý÷ïõí óõìð�õ÷èåß ó�éò óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò, êáé ìðïñåß íá õðïëï-ãéóèåß óå ÷ñüíï �(m), ìå Ýíá ðÝñáóìá �ùí áêìþí. Ôï bottlene
k spanning tree ãéá �ï áñ÷éêüãñÜöçìá áðï�åëåß�áé áðü �éò áêìÝò �ïõ bottlene
k spanning tree ãéá �ï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýð�åéáðü �çí óýìð�õîç êáé �éò áêìÝò �ïõ BFS-äÜóïõò ãéá êÜèå óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá.Ç áíáäñïìÞ ó�áìá�Ü ü�áí �ï óýíïëï áêìþí ìå âÜñïò ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ B áðï�åëåß Ýíá óõíäå�éêüäÝí�ñï �ïõ ãñáöÞìá�ïò. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, �ï bottlene
k spanning tree Ý÷åé bottlene
k êüó�ïòßóï ìå B.Ç ïñèü�ç�á áðïäåéêíýå�áé ìå åðáãùãÞ. �éá �ï ÷ñüíï åê�Ýëåóçò, ðáñá�çñïýìå ü�é üëåò ïé åíÝñ-ãåéåò åê�üò �çò áíáäñïìéêÞò êëÞóçò áðáé�ïýí ÷ñüíï �(m). Óõíåðþò, ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò óõíïëéêÜäßíå�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç T (m) = T (m=2) + �(m), T (1) = �(1), ç ïðïßá Ý÷åé ëýóçT (m) = �(m). ut


