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¢óêçóç 1: �Ýöõñåò êáé Óçìåßá ÊïðÞò óå �ñáììéêü ×ñüíï

¸ó�ù G(V;E) Ýíá áðëü óõíåê�éêü ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá. Ìéá áêìÞ e �ïõ G áðï�åëåß

ãÝöõñá áí �ï õðïãñÜöçìá �ïõ G ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí áöáßñåóç �çò e åßíáé ìç óõíåê�éêü (Þ

éóïäýíáìá, áí ç e äåí áíÞêåé óå êÜðïéï êýêëï �ïõ G). Ìéá êïñõöÞ v �ïõ G áðï�åëåß óçìåßï

êïðÞò áí �ï õðïãñÜöçìá �ïõ G ðïõ ðñïêýð�åé áðü �çí áöáßñåóç �çò v êáé üëùí �ùí áêìþí ðïõ

ðñïóðßð�ïõí óå áõ�Þ åßíáé ìç óõíåê�éêü.

Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ðïõ õðïëïãßæåé üëåò �éò ãÝöõñåò êáé üëá �á óç-

ìåßá êïðÞò åíüò áðëïý óõíåê�éêïý ìç êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò G(V;E) ðïõ áíáðáñßó�á�áé

ìå ëßó�á ãåé�íßáóçò. Íá áé�éïëïãÞóå�å ðñïóåê�éêÜ �çí ïñèü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

Õðüäåéîç: Èá óáò âïçèÞóåé íá ìåëå�Þóå�å áõ�Þ �çí Üóêçóç ðáñÜëëçëá ìå �éò áí�ßó�ïé÷åò áóêÞ-

óåéò 22-2 �ïõ CLRS êáé 3.31 �ïõ DPV.

¢óêçóç 2: ÌÝ�ñçóç Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí

Èåùñïýìå Ýíá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E) ìå ìïíáäéáßá ìÞêç áêìþí êáé ìéá áñ÷éêÞ êï-

ñõöÞ s 2 V . Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ðïõ ãéá êÜèå êïñõöÞ v 2 V n fsg,

õðïëïãßæåé �ï ðëÞèïò �ùí äéáöïñå�éêþí óõí�ïìü�åñùí s� v ìïíïðá�éþí. Íá áé�éïëïãÞóå�å áíá-

ëõ�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò. Ìðïñåß�å íá

ãåíéêåýóå�å �ïí áëãüñéèìü óáò (þó�å íá ðáñáìåßíåé ãñáììéêïý ÷ñüíïõ) áí ïé áêìÝò Ý÷ïõí áêÝ-

ñáéá ìÞêç ó�ï óýíïëï f1; : : : ; kg, üðïõ k ìéá ìéêñÞ èå�éêÞ ó�áèåñÜ;

¢óêçóç 3: �áé÷íßäé ÅðéëïãÞò Áêìþí óå Êá�åõèõíüìåíï Áêõêëéêü �ñÜöçìá

Èåùñïýìå �ï ðáñáêÜ�ù ðáé÷íßäé åðéëïãÞò áêìþí ìå 2 ðáßê�åò, �ïí Á êáé �ïí Â, ðïõ ëáìâÜíåé

÷þñá óå Ýíá Êá�åõèõíüìåíï Áêõêëéêü �ñÜöçìá (DAG)G, ìå áñ÷éêÞ êïñõöÞ s. �ñþ�á ï ðáßê�çò

Á åðéëÝãåé ìéá áêìÞ áðü �çí s ðñïò êÜðïéá êïñõöÞ v

1

. Ó�ç óõíÝ÷åéá, ï ðáßê�çò Â åðéëÝãåé ìéá

áêìÞ áðü �çí v

1

ðñïò êÜðïéá êïñõöÞ v

2

. ¸ðåé�á, ï ðáßê�çò Á åðéëÝãåé ìéá áêìÞ áðü �çí v

2

ðñïò êÜðïéá êïñõöÞ v

3

, êïê. Ôï ðáé÷íßäé ïëïêëçñþíå�áé ü�áí ö�Üóïõìå óå ìßá êïñõöÞ u ÷ùñßò

åîåñ÷üìåíåò áêìÝò, ïðü�å ï ðáßê�çò ðïõ Ý÷åé óåéñÜ íá åðéëÝîåé åîåñ÷üìåíç áêìÞ áðü �çí u ÷Üíåé

(ãéá�ß äåí Ý÷åé êáìßá åðéëïãÞ). Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ ìå äåäïìÝíá Ýíá DAG

G êáé ìéá áñ÷éêÞ êïñõöÞ s, áðïöáóßæåé áí õðÜñ÷åé ó�ñá�çãéêÞ �ïõ ðáßê�ç Á ðïõ åããõÜ�áé ü�é

áõ�üò êåñäßæåé �ï ðáé÷íßäé, áíåîÜñ�ç�á áðü �ç ó�ñá�çãéêÞ �ïõ ðáßê�ç Â. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí

ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.
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¢óêçóç 4: Áðáñáß�ç�åò (êáé Ìç Áðáñáß�ç�åò) ÁêìÝò

Èåùñïýìå Ýíá óõíåê�éêü ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E;w) ìå n êïñõöÝò, m áêìÝò êáé

èå�éêÜ âÜñç w ó�éò áêìÝò (�á âÜñç êÜðïéùí áêìþí ìðïñåß íá åßíáé ßäéá).

(á) ¸ó�ù T Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõG ãéá �ï ïðïßï ãíùñßæïõìå ü�é êÜèå áêìÞ e 2 T åí�Üóóå�áé

óå êÜðïéï ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï �ïõ G. Áñêåß áõ�ü ãéá íá óõìðåñÜíïõìå ü�é �ï T áðï�åëåß

Ýíá ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï �ïõ G; Íá áé�éïëïãÞóå�å êá�Üëëçëá �çí áðÜí�çóÞ óáò.

(â) Óõìâïëßæïõìå ìå MST(G) �ï óõíïëéêü âÜñïò åíüò ÅëÜ÷éó�ïõ Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ �ïõ G.

Ìéá áêìÞ e 2 E èåùñåß�áé áðáñáß�ç�ç ãéá �ï ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï áí ç áöáßñåóÞ �çò

ïäçãåß óå áýîçóç �ïõ âÜñïõò �ïõ, äçë. áí MST(G) < MST(G� e). Íá áðïäåßîå�å ü�é:

1. Ìéá áêìÞ e åßíáé áðáñáß�ç�ç áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé �ïìÞ (S; V nS) �Ý�ïéá þó�å ç e åßíáé ç

ìïíáäéêÞ áêìÞ åëÜ÷éó�ïõ âÜñïõò ðïõ �çí äéáó÷ßæåé, äçë. ãéá êÜèå áêìÞ e

0

= fu; vg, e

0

6= e,

ìå u 2 S êáé v 2 V n S, éó÷ýåé ü�é w(e) < w(e

0

).

2. Ìéá áêìÞ e åßíáé áðáñáß�ç�ç áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå êýêëï C ðïõ ðåñéÝ÷åé �çí e, ç e äåí

áðï�åëåß áêìÞ ìÝãéó�ïõ âÜñïõò �ïõ C , äçë. õðÜñ÷åé áêìÞ e

0

2 C ìå w(e

0

) > w(e).

(ã) Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áëãüñéèìï ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ðïõ áðïöáóßæåé áí ìéá áêìÞ e �ïõ G

åßíáé áðáñáß�ç�ç ãéá �ï ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï. Íá áé�éïëïãÞóå�å áíáëõ�éêÜ �çí ïñèü�ç�á

êáé �çí ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

(ä) Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé üëåò �éò áêìÝò �ïõ G ðïõ åßíáé

áðáñáß�ç�åò ãéá �ï ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï. Ó�ü÷ïò åßíáé ç ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ

óáò íá åßíáé óõãêñßóéìç ìå áõ�Þ �ùí áëãïñßèìùí ðïõ õðïëïãßæïõí Ýíá ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü

ÄÝí�ñï. Íá áé�éïëïãÞóå�å áíáëõ�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

¢óêçóç 5: Äéá÷ùñéóìüò �ñáöÞìá�ïò

¸ó�ù óõíåê�éêü ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìáG(V;E;w), üðïõ êÜèå áêìÞ e Ý÷åé âÜñïò w(e) > 0.

�éá êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí u; v 2 V , óõìâïëßæïõìå ìå d(u; v) �çí áðüó�áóç ìå�áîý �ùí u êáé v

ó�ï G. ÄçëáäÞ, d(u; v) åßíáé �ï ìÞêïò �ïõ óõí�ïìü�åñïõ u � v ìïíïðá�éïý ó�ï G (�á ìÞêç �ùí

ìïíïðá�éþí õðïëïãßæïí�áé ëáìâÜíïí�áò õðüøç �á âÜñç w �ùí áêìþí).

(á) ¸ó�ù T Ýíá ÅëÜ÷éó�ï Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï �ïõG. Íá äåßîå�å ü�é ãéá êÜèå áêìÞ e = fu; vg 2 T ,

d(u; v) = w(e) (äçë. ç e áðï�åëåß Ýíá óõí�ïìü�åñï u� v ìïíïðÜ�é).

(â) �éá êÜèå äéáìÝñéóç �ïõ V óå äýï õðïóýíïëá S

1

êáé S

2

, ïñßæïõìå ùò áðüó�áóç d(S

1

; S

2

)

�çí åëÜ÷éó�ç áðüó�áóç ìå�áîý ìéáò êïñõöÞò �ïõ S

1

êáé ìéáò êïñõöÞò �ïõ S

2

, äçë. d(S

1

; S

2

) =

min

u2S

1

;v2S

2

d(u; v). Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé ìéá äéáìÝñéóç

�ïõ V óå äýï õðïóýíïëá S

1

êáé S

2

ðïõ ìåãéó�ïðïéåß �çí áðüó�áóç d(S

1

; S

2

). Íá áé�éïëïãÞóå�å

áíáëõ�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò. Õðüäåéîç: Äåí

åßíáé áðáñáß�ç�ï íá õðïëïãßóå�å áðïó�Üóåéò êïñõöþí ó�ï G!
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