
 

Åèíéêü Ìå�óüâéï �ïëõ�å÷íåßï

Ó÷ïëÞ Çëåê�ñïëüãùí Ìç÷áíéêþí êáé Ìç÷áíéêþí Õðïëïãéó�þí

ÔïìÝáò Ôå÷íïëïãßáò �ëçñïöïñéêÞò êáé Õðïëïãéó�þí

Áëãüñéèìïé êáé �ïëõðëïêü�ç�á

ÄéäÜóêùí: ÄçìÞ�ñçò Öù�Üêçò

1ç ÓåéñÜ �ñáð�þí ÁóêÞóåùí - Çì/íßá �áñÜäïóçò 2/11/2015

¢óêçóç 1: Áóõìð�ù�éêüò Óõìâïëéóìüò, ÁíáäñïìéêÝò Ó÷Ýóåéò.

(á) Íá �áîéíïìÞóå�å �éò ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåéò óå áýîïõóá óåéñÜ �Üîçò ìåãÝèïõò, íá âñåß�å äç-
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åðéóçìÜíå�å �éò óõíáñ�Þóåéò ðïõ Ý÷ïõí ßäéá �Üîç ìåãÝèïõò.
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(â) Íá õðïëïãßóå�å �çí �Üîç ìåãÝèïõò �() �ùí ëýóåùí �ùí ðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí. �éá

üëåò �éò ó÷Ýóåéò, íá èåùñÞóå�å ü�é T (1) = �(1).
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¢óêçóç 2: Ôáîéíüìçóç

(á) Èåùñïýìå Ýíáí ðßíáêá A[1 : : : n℄ ìå n ó�ïé÷åßá êáé �ïõò õðïðßíáêåò A
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+1 : : : n℄ ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü �çí äéáìÝñéóç �ïõ A óå k �ìÞìá�á ìå n=k ó�ïé÷åßá �ï

êáèÝíá (ãéá áðëü�ç�á, õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï n åßíáé ðïëëáðëÜóéï �ïõ k, ìðïñåß�å áêüìç íá õðïèÝóå�å

ü�é �á n êáé k åßíáé äõíÜìåéò �ïõ 2). Èá ëÝìå ü�é ï ðßíáêáò A åßíáé �áîéíïìçìÝíïò êá�Ü k ìÝñç

ü�áí ãéá êÜèå i êáé j, ìå 1 � i < j � k, êÜèå ó�ïé÷åßï �ïõ õðïðßíáêá A

i

åßíáé ìéêñü�åñï Þ

ßóï áðü êÜèå ó�ïé÷åßï �ïõ õðïðßíáêá A

j

. Äçë. �á ó�ïé÷åßá �ïõ A Ý÷ïõí �áîéíïìçèåß ``åîù�åñéêÜ'',

ìå�áîý �ùí õðïðéíÜêùí, áëëÜ ü÷é êá�' áíÜãêç êáé ``åóù�åñéêÜ'' ó�ïí ßäéï õðïðßíáêá. �.÷., ï ðßíáêáò

A = [[12; 14; 20; 18℄; [25; 22; 29; 32℄; [37; 42; 34; 50℄; [67; 59; 52; 76℄℄ åßíáé �áîéíïìçìÝíïò êá�Ü 4 ìÝñç.

1. Íá äéá�õðþóå�å óõãêñé�éêü áëãüñéèìï ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò O(n log k) ðïõ �áîéíïìåß êá�Ü k ìÝñç

Ýíáí ðßíáêá A ìå n ó�ïé÷åßá. Íá äåßîå�å áêüìç ü�é ï áëãüñéèìüò óáò åßíáé âÝë�éó�ïò, äçë. ü�é

êÜèå óõãêñé�éêüò áëãüñéèìïò �áîéíüìçóçò êá�Ü k ìÝñç åíüò ðßíáêá ìå n ó�ïé÷åßá Ý÷åé ÷ñüíï

åê�Ýëåóçò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò 
(n log k).



2. Íá äéá�õðþóå�å óõãêñé�éêü áëãüñéèìï ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò O(n log

n

k

) ðïõ �áîéíïìåß ðëÞñùò Ýíáí

ðßíáêá A ìå n ó�ïé÷åßá ðïõ áñ÷éêÜ åßíáé �áîéíïìçìÝíïò êá�Ü k ìÝñç. Íá åîçãÞóå�å ãéá�ß êÜèå

óõãêñé�éêüò áëãüñéèìïò ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá ðñÝðåé íá Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò 
(n log

n

k

).

(â) �ñéí �çí åðßäåéîç ãñáð�þí ó�ï ìÜèçìá ``�ñïãñáììá�éóìüò Ç/Õ'', �áîéíïìïýìå �á ãñáð�Ü óå

áëöáâç�éêÞ óåéñÜ. �Ýñõóé, êá�Ü �ç ìå�áöïñÜ �ùí ãñáð�þí êáé ìüëéò 30

0

ðñéí �çí åðßäåéîÞ �ïõò, ç

ó�ïßâá óêïñðßó�çêå ó�ï ðÜ�ùìá. ¼�áí ìáæÝøáìå �á ãñáð�Ü êáé ðñïóðáèþí�áò íá �á �áîéíïìÞóïõìå

ðÜëé, ðáñá�çñÞóáìå ü�é êÜèå ãñáð�ü âñéóêü�áí óå áðüó�áóç �ï ðïëý k èÝóåùí (ðñïò �á ðÜíù Þ

ðñïò �á êÜ�ù) áðü �çí áñ÷éêÞ �ïõ èÝóç ó�çí �áîéíïìçìÝíç ó�ïßâá. ¸ðñåðå ëïéðüí íá �áîéíïìÞóïõìå

ðïëý ãñÞãïñá ìéá ó�ïßâá ìå n ãñáð�Ü, ðïõ Þ�áí üìùò k-ðñï�áîéíïìçìÝíç, ìå �çí Ýííïéá ü�é êÜèå

ãñáð�ü âñéóêü�áí óå áðüó�áóç �ï ðïëý k èÝóåùí áðü �çí �åëéêÞ �ïõ èÝóç ó�çí �áîéíïìçìÝíç ó�ïßâá.

1. Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü óõãêñé�éêü áëãüñéèìï ãéá �çí �áîéíüìçóç åíüò k-ðñï�áîéíïìçìÝíïõ

ðßíáêá ìå n ó�ïé÷åßá. Íá áé�éïëïãÞóå�å óõíïð�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëï-

êü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

2. Íá äåßîå�å ü�é êÜèå óõãêñé�éêüò áëãüñéèìïò ãéá �çí �áîéíüìçóç åíüò k-ðñï�áîéíïìçìÝíïõ ðßíáêá

ìå n ó�ïé÷åßá Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò 
(n log k).

¢óêçóç 3: ÁíáæÞ�çóç

(á) ¸÷ïõìå 1:000:000 ðáíïìïéü�õðåò öéÜëåò, ìßá áðü áõ�Ýò Ý÷åé Ýíá (Ü÷ñùìï, Üïóìï, êáé Üãåõó�ï)

ðáíßó÷õñï ìáãéêü ößë�ñï ðïõ ðñïóöÝñåé áðåñéüñéó�ç öõóéêÞ äýíáìç êáé åõåîßá, üëåò ïé Üëëåò Ý÷ïõí

êáèáñü íåñü. Ôï ößë�ñï åßíáé áðï�åëåóìá�éêü áêüìç êáé óå åîáéñå�éêÜ ìéêñÝò ðïóü�ç�åò, üìùò

÷ñåéÜæå�áé 24 þñåò ãéá íá ãßíïõí åìöáíÞ �á áðï�åëÝóìá�Ü �ïõ. Íá âñåß�å �ïí åëÜ÷éó�ï áñéèìü

åèåëïí�þí (êáé �ïí �ñüðï ðïõ èá �ïõò áîéïðïéÞóïõìå) ðïõ áðáé�ïýí�áé ãéá íá åí�ïðßóïõìå �ç öéÜëç

ìå �ï ìáãéêü ößë�ñï ìÝóá ó�éò åðüìåíåò 24 þñåò.

(â) �ñüêåé�áé íá ðÜìå Ýíá ìåãÜëï �áîßäé ðïõ èá äéáñêÝóåé k � 2 çìÝñåò. ¸÷ïõìå åðéëÝîåé �ïõò

n > k ó�áèìïýò �ïõ �áîéäéïý êáé Ý÷ïõìå õðïëïãßóåé �éò áðïó�Üóåéò d

1

; d

2

; : : : ; d

n

ìå�áîý �ïõò (d

1

åßíáé ç áðüó�áóç �ïõ ðñþ�ïõ ó�áèìïý áðü �çí áöå�çñßá, d

2

åßíáé ç áðüó�áóç �ïõ ðñþ�ïõ áðü

�ïí äåý�åñï ó�áèìü, êïê., üëåò ïé áðïó�Üóåéò åßíáé èå�éêïß áêÝñáéïé). �éá íá ìçí êïõñáó�ïýìå,

èÝëïõìå íá ðñïãñáììá�ßóïõìå �ï �áîßäé þó�å íá åëá÷éó�ïðïéÞóïõìå �ç ìÝãéó�ç áðüó�áóç ðïõ èá

äéáíýóïõìå ìÝóá óå ìßá çìÝñá (ìðïñïýìå íá ó�áìá�Þóïõìå ãéá äéáíõê�Ýñåõóç ìüíï óå êÜðïéïí áðü

�ïõò åðéëåãìÝíïõò ó�áèìïýò). Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá

áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

¢óêçóç 4: Áðüëõ�ç �ëåéïøçößá êáé Éó÷õñÞ �ëåéïøçößá

(á) Åßó�å åðßóçìïò ðñïóêåêëçìÝíïò ó�ï Êïéíïâïýëéï �çò ÷þñáò �ùí Áëãïñßèìùí. ÕðÜñ÷ïõí k � 2

ðïëé�éêÜ êüììá�á ðïõ åêðñïóùðïýí�áé ó�ï Êïéíïâïýëéï êáé n âïõëåõ�Ýò ðïõ êáèÝíáò �ïõò áíÞêåé

óå Ýíá ðïëé�éêü êüììá. Äåí õðÜñ÷åé êáíÝíáò �ñüðïò íá âñåß�å ðïéïò âïõëåõ�Þò áíÞêåé óå ðïéï

ðïëé�éêü êüììá (êáé èá èåùñïýí�áí ìåãÜëç ðñïóâïëÞ áí áñ÷ßóå�å íá ñù�Ü�å ó÷å�éêÜ). Ìðïñåß�å

ìüíï íá êá�áëÜâå�å áí äýï âïõëåõ�Ýò áíÞêïõí ó�ï ßäéï êüììá Þ ü÷é áðü �ïí ÷áéñå�éóìü �ïõò. Áí äýï

âïõëåõ�Ýò áíÞêïõí ó�ï ßäéï êüììá, ï ÷áéñå�éóìüò �ïõò åßíáé åãêÜñäéïò êáé óõíïäåýå�áé áðü ÷áìüãåëá

êáé öéëïöñïíÞóåéò. Äéáöïñå�éêÜ, ï ÷áéñå�éóìüò �ïõò åßíáé øõ÷ñüò êáé äåí áí�áëëÜóóïõí êïõâÝí�á.

Ìðïñåß�å áêüìç íá æç�Þóå�å áðü �ïí �ñüåäñï �ïõ Êïéíïâïõëßïõ íá êáíïíßóåé þó�å ï ÷áéñå�éóìüò

ìå�áîý óõãêåêñéìÝíùí æåõãáñéþí âïõëåõ�þí íá ëÜâåé ÷þñá ìðñïó�Ü óáò (êáé ìå �ç óåéñÜ ðïõ åóåßò

åðéëÝãå�å). Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü (ùò ðñïò �ï ðëÞèïò �ùí ÷áéñå�éóìþí ðïõ ÷ñåéÜæå�áé íá
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Ó÷Þìá 1. ¸íá ðáñÜäåéãìá ãéá �çí ¢óêçóç 5 ìå 8 ðïëõêá�ïéêßåò. Ôï áðï�Ýëåóìá åßíáé B = [0; 0; 2; 3; 4; 4; 3; 7℄.

ðáñáêïëïõèÞóå�å) áëãüñéèìï ðïõ äéáðéó�þíåé áí êÜðïéï ðïëé�éêü êüììá Ý÷åé áðüëõ�ç ðëåéïøçößá

ó�ï Êïéíïâïýëéï. Áí õðÜñ÷åé �Ý�ïéï êüììá, èá ðñÝðåé ï áëãüñéèìüò óáò íá ìðïñåß íá âñåé üëïõò

�ïõò âïõëåõ�Ýò ðïõ áíÞêïõí óå áõ�ü. Êáëü åßíáé íá ìçí áíáãêÜóå�å �ï ßäéï æåõãÜñé âïõëåõ�þí íá

÷áéñå�çèåß ðåñéóóü�åñåò áðü ìßá öïñÝò.

(â) ¸ó�ù ðßíáêáò A[1 : : : n℄ ìå 0 êáé 1 ðïõ åß�å ðåñéÝ÷åé ìüíï 0 åß�å ðåñéÝ÷åé 1 óå �ïõëÜ÷éó�ïí n=3

èÝóåéò (áõèáßñå�á åðéëåãìÝíåò). Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí ðéèáíï�éêü áëãüñéèìï ó�áèåñïý ÷ñüíïõ ðïõ

áðïöáßíå�áé óå ðïéá êá�çãïñßá áíÞêåé ï ðßíáêáò ìå ðéèáíü�ç�á åðé�õ÷ßáò �ïõëÜ÷éó�ïí 90%. �ïéïò

åßíáé ï åëÜ÷éó�ïò ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò ãéá Ýíáí í�å�åñìéíéó�éêü áëãüñéèìï;

¢óêçóç 5: �ïëõêá�ïéêßåò ÷ùñßò ÈÝá

Êá�Ü ìÞêïò åíüò ðõêíïêá�ïéêçìÝíïõ äñüìïõ, ÷áñáãìÝíïõ ó�ç äéåýèõíóç áíá�ïëÞ - äýóç, õðÜñ÷ïõí

n ðïëõêá�ïéêßåò ìå äéÜöïñá ýøç. Êá�Ü ìéá ðåñßåñãç óýìð�ùóç, üëïé ïé êÜ�ïéêïõ �ïõ äñüìïõ åßíáé

áìå�áíüç�á ñïìáí�éêïß êáé åðéèõìïýí íá âëÝðïõí �ï çëéïâáóßëåìá áðü �çí �áñÜ�óá �çò ðïëõêá-

�ïéêßáò �ïõò. Êáèþò üìùò Ý÷ïõí ÷�éó�åß üëåò áõ�Ýò ïé ðïëõêá�ïéêßåò, êÜ�é �Ý�ïéï äåí åßíáé åöéê�ü ãéá

�ïõò ðåñéóóü�åñïõò. ÈÝëïí�áò ëïéðüí íá ñõèìßóïõí �çí êá�Üó�áóç, áðïöáóßæïõí �çí ïñãÜíùóç åíüò

åßäïõò ìïíïìá÷ßáò (ùò ñïìáí�éêïß), þó�å íá ëõèåß �ï ðñüâëçìá. ÅöïäéÜæïí�áé ëïéðüí ìå üðëá êáé

áðïöáóßæïõí �ï åðüìåíï ðñùß íá áíÝâïõí ó�éò �áñÜ�óåò �ïõò êáé íá ðñïóðáèÞóïõí íá äéáëýóïõí

�çí ðïëõêá�ïéêßá ðïõ Ý÷åé ìåãáëý�åñï ýøïò áðü �ç äéêÞ �ïõò êáé åìðïäßæåé �ç èÝá �çò äýóçò (Þ �çí

ðñþ�ç ðïõ âëÝðïõí áðü áõ�Ýò, áí åßíáé ðïëëÝò). Ôá üðëá �ïõò ñß÷íïõí ìüíï ó�çí åõèåßá ðáñÜëëçëá

ìå �ï Ýäáöïò êáé ïé áðïó�Üóåéò åßíáé �Ý�ïéåò þó�å ç âáñý�ç�á äåí ðáßæåé êáíÝíá ñüëï.

Ï ÄÞìáñ÷ïò ðëçñïöïñåß�áé �çí êá�Üó�áóç êáé áí�éëáìâÜíå�áé ü�é ðñÝðåé íá åíåñãÞóåé ãñÞãïñá,

áí èÝëåé íá ðñïëÜâåé �á ÷åéñü�åñá. �éá áõ�ü, ðñïóðáèåß íá õðïëïãßóåé óå ðïéá ðïëõêá�ïéêßá èá

óçìáäÝøïõí åêåßíï �ï ðñùß ïé êÜ�ïéêïé êÜèå Üëëçò ðïëõêá�ïéêßáò. Áñéèìåß �éò ðïëõêá�ïéêßåò áðü

�á äõ�éêÜ ðñïò �á áíá�ïëéêÜ, êáé óõìðëçñþíåé Ýíáí ðßíáêá áêåñáßùí A[1 : : : n℄ ìå �á ýøç �ïõò

(�ï ýøïò �ùí áíèñþðùí èåùñåß�áé áìåëç�Ýï). ÄåäïìÝíïõ �ïõ ðßíáêá A, ï ÄÞìáñ÷ïò ÷ñåéÜæå�áé íá

óõìðëçñþóåé Ýíáí ðßíáêáB[1 : : : n℄, üðïõ êÜèå ó�ïé÷åßï B[i℄ äßíåé �çí ðïëõêá�ïéêßá ðïõ èá äå÷èåß �á

ðõñÜ �ùí êá�ïßêùí �çò ðïëõêá�ïéêßáò i (áí üëåò ïé ðïëõêá�ïéêßåò äõ�éêÜ �çò i Ý÷ïõí ýøïò ìéêñü�åñï

Þ ßóï �ïõ A[i℄, �ü�å B[i℄ = 0, âë. Ó÷Þìá 1). Íá âïçèÞóå�å �ï ÄÞìáñ÷ï äéá�õðþíïí�áò Ýíáí áëãüñéèìï

ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá åðéìåßíå�å ó�çí áíáëõ�éêÞ áé�éïëüãçóç �ïõ åê�Ýëåóçò.


