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¢óêçóç 1: Äñïìïëüãçóç ÌáèçìÜ�ùí

Ó�ï ðñüâëçìá äñïìïëüãçóçò ìáèçìÜ�ùí Ý÷ïõìå n áé�Þìá�á ãéá äéäáóêáëßá ìáèçìÜ�ùí, êÜèå áß�çìá

i ÷áñáê�çñßæå�áé áðü �ï ÷ñïíéêü äéÜó�çìá [s

i

; f

i

) ó�ï ïðïßï èá ðñÝðåé äéäá÷èåß �ï ìÜèçìá, êáé ó�ü÷ïò

åßíáé íá åðéëÝîïõìå Ýíá ìÝãéó�ï, ùò ðñïò �ïí ðëçèéêü �ïõ áñéèìü, óýíïëï ìáèçìÜ�ùí ðïõ äåí Ý÷ïõí

åðéêáëýøåéò ìå�áîý �ïõò.

(á) �íùñßæïõìå Þäç ü�é ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ìéá âÝë�éó�ç ëýóç åöáñìüæïí�áò �ï Üðëçó�ï

êñé�Þñéï �ïõ åëÜ÷éó�ïõ ÷ñüíïõ ïëïêëÞñùóçò, óýìöùíá ìå �ï ïðïßï åðéëÝãïõìå �ï äéáèÝóéìï ìÜèçìá

ìå �ïí åëÜ÷éó�ï ÷ñüíï ïëïêëÞñùóçò, áöáéñïýìå üóá ìáèÞìá�á åðéêáëýð�ïí�áé ìå áõ�ü, êáé åðáíá-

ëáìâÜíïõìå.

Íá åîå�Üóå�å ðïéá áðü �á ðáñáêÜ�ù åíáëëáê�éêÜ êñé�Þñéá åããõþí�áé ìéá âÝë�éó�ç ëýóç êáé ðïéá

ü÷é. �éá êÜèå êñé�Þñéï, ðñÝðåé åß�å íá áðïäåßîå�å ü�é ïäçãåß ðÜí�á óå ìßá âÝë�éó�ç ëýóç åß�å íá âñåß�å

Ýíá ó�éãìéü�õðï üðïõ ç ëýóç ó�çí ïðïßá ïäçãïýìáó�å äåí åßíáé âÝë�éó�ç. �éá äéåõêüëõíóç, ìðïñåß�å

íá ``óðÜóå�å'' �éò éóïðáëßåò (ùò ðñïò �ï êñé�Þñéï ðïõ åöáñìüæå�å) ìå üðïéïí �ñüðï åðéèõìåß�å.

1. Ëéãü�åñåò åðéêáëýøåéò : ÅðéëÝãïõìå �ï ìÜèçìá ìå �éò ëéãü�åñåò åðéêáëýøåéò ìå Üëëá ìáèÞìá�á,

áöáéñïýìå üëá �á ìáèÞìá�á ðïõ åðéêáëýð�ïí�áé ìå áõ�ü, êáé åðáíáëáìâÜíïõìå.

2. Ìåãáëý�åñç äéÜñêåéá : Áí äåí õðÜñ÷ïõí åðéêáëýøåéò, åðéëÝãïõìå üëá �á ìáèÞìá�á. Äéáöïñå�éêÜ,

áöáéñïýìå �ï ìÜèçìá ìå �ç ìåãáëý�åñç äéÜñêåéá êáé åðáíáëáìâÜíïõìå.

3. �åñéóóü�åñåò åðéêáëýøåéò : Áí äåí õðÜñ÷ïõí åðéêáëýøåéò, åðéëÝãïõìå üëá �á ìáèÞìá�á. Äéá-

öïñå�éêÜ, áöáéñïýìå �ï ìÜèçìá ðïõ Ý÷åé �éò ðåñéóóü�åñåò åðéêáëýøåéò ìå Üëëá ìáèÞìá�á êáé

åðáíáëáìâÜíïõìå.

(â) ¸íá äéáäéê�õáêü �áíåðéó�Þìéï Ý÷åé êáèéåñþóåé �ç äéäáóêáëßá ìáèçìÜ�ùí óå 24ùñç âÜóç. ÊÜèå

ìÜèçìá i, i = 1; : : : ; n, ðñÝðåé íá äéäÜóêå�áé êÜèå ìÝñá ó�ï ßäéï ÷ñïíéêü äéÜó�çìá [s

i

; f

i

), üðïõ �á

s

i

êáé f

i

åßíáé ñç�ïß áñéèìïß ó�ï äéÜó�çìá [0; 24). Ùò öïé�ç�Þò ìå õðåñâÜëëïí�á æÞëï ãéá �éò óðïõäÝò

óáò, åíäéáöÝñåó�å íá ðáñáêïëïõèåß�å üóï �ï äõíá�üí ðåñéóóü�åñá ìáèÞìá�á. ÈÝëå�å, êá�Ü óõíÝðåéá,

íá õðïëïãßóå�å Ýíá ìÝãéó�ï, ùò ðñïò �ïí ðëçèéêü �ïõ áñéèìü, óýíïëï ìáèçìÜ�ùí ðïõ ìðïñåß�å íá

ðáñáêïëïõèåß�å ìÝóá óå Ýíá 24ùñï, þó�å íá ìçí õðÜñ÷ïõí åðéêáëýøåéò ìå�áîý �ùí ìáèçìÜ�ùí. Íá

äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé

�çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

(ã) Ó�ï óõìâá�éêü �áíåðéó�Þìéï, �ï óýó�çìá åêðáßäåõóçò åßíáé ëéãü�åñï áðáé�ç�éêü. ÊÜèå ìÜèçìá i,

i = 1; : : : ; n, äéäÜóêå�áé ó�ï ÷ñïíéêü äéÜó�çìá [s

i

; f

i

) êáé äßíåé ó�ï öïé�ç�Þ Ýíáí áñéèìü äéäáê�éêþí

ìïíÜäùí w

i

ìå �çí åðé�õ÷Þ ðáñáêïëïýèçóÞ �ïõ. Âñåß�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé

Ýíá óýíïëï ìáèçìÜ�ùí ðïõ äåí åðéêáëýð�ïí�áé ìå�áîý �ïõò êáé ìåãéó�ïðïéåß �ïí óõíïëéêü áñéèìü

äéäáê�éêþí ìïíÜäùí.
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¢óêçóç 2: �ïìðïß êáé ÄÝê�åò

(á) ¸÷ïõìå n êåñáßåò ðïõ äéáêñßíïí�áé óå ðïìðïýò êáé äÝê�åò êáé åßíáé �ïðïèå�çìÝíåò óå ìéá íïç�Þ

åõèåßá, ó�çí äéåýèõíóç äýóçò - áíá�ïëÞò. Ïé ðïìðïß åêðÝìðïõí ìüíï ðñïò �á áíá�ïëéêÜ êáé ïé äÝê�åò

ëáìâÜíïõí ìüíï áðü �á äõ�éêÜ. ÊÜèå ðïìðüò ìðïñåß íá ó�Ýëíåé ìçíýìá�á óå Ýíáí êáé ìïíáäéêü äÝê�ç

(êáé áí�ßó�ïé÷á êÜèå äÝê�çò ìðïñåß íá ëáìâÜíåé ìçíýìá�á áðü Ýíáí êáé ìïíáäéêü ðïìðü, äåí Ý÷ïõìå

êáèüëïõ ðñïâëÞìá�á ðáñåìâïëþí Þ åîáóèÝíçóçò óÞìá�ïò ëüãù �çò áðüó�áóçò). Ôï æç�ïýìåíï åßíáé

íá ìåãéó�ïðïéÞóïõìå �ïõò ðïìðïýò êáé �ïõò äÝê�åò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé. Êùäéêïðïéïýìå, ëïéðüí,

�ï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá ùò ìßá áêïëïõèßá �

1

; : : : ; �

n

üðïõ �

i

= t (áí�ßó�ïé÷á, �

i

= r) áí ç êåñáßá

ó�ç èÝóç i åßíáé ðïìðüò (áí�ßó�ïé÷á, äÝê�çò). Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ, ìå

åßóïäï ìéá �Ý�ïéá áêïëïõèßá, õðïëïãßæåé �ïí ìÝãéó�ï áñéèìü ðïìðþí êáé äåê�þí ðïõ ìðïñïýìå íá

÷ñçóéìïðïéÞóïõìå.

(â) ¸ðåé�á áðü áíáâÜèìéóç �ïõ óõó�Þìá�ïò, ïé êåñáßåò ìáò ìðïñïýí ðëÝïí íá ëåé�ïõñãïýí åß�å ùò

ðïìðïß åß�å ùò äÝê�åò. ¼�áí ìßá êåñáßá i ëåé�ïõñãåß ùò ðïìðüò, Ý÷åé êá�áíÜëùóç éó÷ýïò T

i

, åíþ ü�áí

ëåé�ïõñãåß ùò äÝê�çò Ý÷åé êá�áíÜëùóç éó÷ýïò R

i

� T

i

. �éá äéåõêüëõíóç, èåùñïýìå ü�é Ý÷ïõìå Üñ�éï

ðëÞèïò êåñáéþí n. Äõó�õ÷þò ç áíáâÜèìéóç äåí êá�Üöåñå íá áí�éìå�ùðßóåé �ïí ðåñéïñéóìü ó�çí

êá�åýèõíóç åêðïìðÞò (ïé ðïìðïß óõíå÷ßæïõí íá åêðÝìðïõí ìüíï ðñïò �á áíá�ïëéêÜ êáé ïé äÝê�åò

íá ëáìâÜíïõí ìüíï áðü �á äõ�éêÜ) êáé �ïí ðåñéïñéóìü �ïõ ìïíáäéêïý ðïìðïý ãéá ìïíáäéêü äÝê�ç.

Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá ÷ùñßóïõìå �éò êåñáßåò óå n=2 æåýãç ðïìðïý-äÝê�ç þó�å íá åëá÷éó�ïðïéÞóå�å

�ç óõíïëéêÞ êá�áíÜëùóç éó÷ýïò (ïé êåñáßåò áñéèìïýí�áé ðÜí�á áðü �á äõ�éêÜ ðñïò �á áíá�ïëéêÜ,

êáé ãéá êÜèå æåýãïò ðïìðïý i � äÝê�ç j, ðñÝðåé íá éó÷ýåé ü�é i < j). Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü

áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á

�ïõ áëãïñßèìïõ óáò (õðÜñ÷åé bonus ãéá éäéáß�åñá áðïäï�éêïýò áëãüñéèìïõò). �áñÜäåéãìá : ¸ó�ù ü�é

Ý÷ïõìå 4 êåñáßåò ìå êá�áíÜëùóç åíÝñãåéáò (ùò ðïìðïß êáé äÝê�åò áí�ßó�ïé÷á, áðü �á äõ�éêÜ ðñïò

�á áíá�ïëéêÜ): (9; 6), (6; 2), (8; 1) êáé (5; 3). ÂÝë�éó�ç ëýóç åßíáé íá ``æåõãáñþóïõìå'' �éò êåñáßåò 1-3

êáé 2-4 Þ �éò êåñáßåò 1-4 êáé 2-3, ìå óõíïëéêÞ êá�áíÜëùóç åíÝñãåéáò 19.

¢óêçóç 3: Ôçëåêá�åõèõíüìåíï Drone

Ôï öå�éíü ×ñéó�ïõãåííéÜ�éêï äþñï óáò åßíáé Ýíá drone ðïõ ìðïñåß�å íá êá�åõèýíå�å áðü �ï êéíç�ü

óáò, ìÝóù wifi. To drone óáò êéíåß�áé ìüíï óå ìßá äéÜó�áóç, óå ìßá íïç�Þ åõèåßá ìå áêÝñáéåò óõí�å-

�áãìÝíåò (äõó�õ÷þò, äåí õðÞñ÷áí ÷ñÞìá�á ãéá êÜðïéï ðéï åîåëéãìÝíï ìïí�Ýëï). ÊÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ

i, 1 � i � n, ó�Ýëíå�å Ýíá óÞìá s

i

2 f�1; 1g êáé �ï drone ïöåßëåé íá åê�åëÝóåé �çí êßíçóç s

i

, äçë. íá

ìå�áêéíçèåß ìßá èÝóç áñéó�åñÜ, áðü �ï óçìåßï x ó�ï x � 1, áí s

i

= �1, Þ íá ìå�áêéíçèåß ìßá èÝóç

äåîéÜ áðü �ï x ó�ï x+1, áí s

i

= 1. Ëüãù ðáñåìâïëþí, �ï drone äåí ëáìâÜíåé ðÜí�á �ï óùó�ü óÞìá.

¸�óé, �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ i, �ï drone ëáìâÜíåé óÞìá ŝ

i

2 f�1; 1g êáé ìå âÜóç �çí éó÷ý �ùí ðáñåìâï-

ëþí, õðïëïãßæåé �çí ðéèáíü�ç�á p

i

2 [0; 1℄ áõ�ü �ï óÞìá íá åßíáé óùó�ü, äçë. íá éó÷ýåé ü�é ŝ

i

= s

i

.

�ñïóáñìïóìÝíï óå áõ�Ü �á äåäïìÝíá, �ï drone åê�åëåß �çí êßíçóç ŝ

i

ìå ðéèáíü�ç�á p

i

, êáé �çí êßíçóç

�ŝ

i

ìå ðéèáíü�ç�á 1�p

i

. Îåêéíþí�áò áðü �ç èÝóç 0, Ýó�ù k =

P

n

i=1

s

i

ç èÝóç üðïõ èÝëå�å íá âñåèåß

�ï drone �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ n. ÈÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå �çí ðéèáíü�ç�á P (k; n) �ï drone íá âñåèåß

ðñÜãìá�é ó�ç èÝóç k �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ n. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé

�çí ðéèáíü�ç�á P (k; n) ìå äåäïìÝíá �çí åðéèõìç�Þ èÝóç k, �çí áêïëïõèßá óçìÜ�ùí (ŝ

1

; : : : ; ŝ

n

) ðïõ

ëáìâÜíåé �ï drone êáé �éò ðéèáíü�ç�åò (p

1

; : : : ; p

n

) ìå �éò ïðïßåò åê�åëåß �éò áí�ßó�ïé÷åò êéíÞóåéò. Íá

áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.
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¢óêçóç 4: ÂãÜæïí�áò Âüë�á �ï Óêýëï

ÅíäéáöÝñåó�å íá áãïñÜóå�å êáéíïýñéï ëïõñß ãéá íá âãÜæå�å âüë�á �ï óêýëï óáò êáé èÝëå�å íá õðï-

ëïãßóå�å �ï ìÞêïò �ïõ ëïõñéïý ðïõ èá áãïñÜóå�å (�ï ó÷Ýäéï �ï Ý÷å�å Þäç áðïöáóßóåé). ¸÷ïí�áò

âãÜëåé ðïëëÝò öïñÝò �ï óêýëï óáò âüë�á, îÝñå�å ü�é åóåßò âáäßæå�å óå ìßá ðïëõãùíéêÞ êáìðýëç ðïõ

äéÝñ÷å�áé áðü �á óçìåßá p

1

; : : : ; p

n

, êáé ï óêýëïò óáò âáäßæåé óå ìßá áí�ßó�ïé÷ç ðïëõãùíéêÞ êáìðýëç

ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �á óçìåßá q

1

; : : : ; q

m

, êáèþò �ïí êñá�Ü�å áðü �ï ëïõñß. ÕðïèÝ�ïõìå ðùò �á âÞìá�Ü

óáò áí�éó�ïé÷ïýí áêñéâþò ó�á n (m, áí�ßó�ïé÷á, ãéá �ï óêýëï) óçìåßá �ùí êáìðýëùí êáé åðïìÝíùò

êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ âñßóêåó�å óå êÜðïéï áðü �á óçìåßá p

1

; : : : ; p

n

(q

1

; : : : ; q

m

, áí�ßó�ïé÷á, ãéá �ï

óêýëï). Ôüóï åóåßò üóï êáé ï óêýëïò óáò ìðïñåß�å íá ó�áìá�Þóå�å óå ïðïéïäÞðï�å óçìåßï �çò êáìðý-

ëçò, ãéá üóï ÷ñüíï ÷ñåéáó�åß, áëëÜ ðï�Ý äåí ãõñßæå�å ðñïò �á ðßóù. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü

áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé �ï åëÜ÷éó�ï ìÞêïò ëïõñéïý ðïõ åðáñêåß ãéá �çí êáèçìåñéíÞ âüë�á �ïõ

óêýëïõ. Ìðïñåß�å íá èåùñÞóå�å äåäïìÝíç ìßá óõíÜñ�çóç d ðïõ õðïëïãßæåé óå ó�áèåñü ÷ñüíï �çí

áðüó�áóç d(p; q) ìå�áîý åíüò óçìåßïõ p ó�ç äéêÞ óáò äéáäñïìÞ êáé åíüò óçìåßïõ q ó�ç äéáäñïìÞ �ïõ

óêýëïõ. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

¢óêçóç 5: ÁíáâÜèìéóç �ïõ 242

Ïäçãåß�å Ýíá ëåùöïñåßï ãåìÜ�ï íõó�áãìÝíïõò öïé�ç�Ýò ðïõ èÝëïõí íá ö�Üóïõí ó�éò ó÷ïëÝò �ïõò

ãéá íá ðáñáêïëïõèÞóïõí �á ðñùéíÜ �ïõò ìáèÞìá�á. To ëåùöïñåßï óáò åßíáé åîïðëéóìÝíï ìå ìéá

ìç÷áíÞ ðïõ äéáíÝìåé êáöÝ (äùñåÜí!) ó�ïõò öïé�ç�Ýò. �éá êÜèå ëåð�ü ðïõ ðáñáìÝíåé ó�ï ëåùöïñåßï,

Ýíáò öïé�ç�Þò êá�áíáëþíåé 50ml êáöÝ. �íùñßæå�å �éò n ó�Üóåéò üðïõ èá êá�Ýâïõí ïé öïé�ç�Ýò êáèþò

êáé �ï ðëÞèïò s

i

�ùí öïé�ç�þí ðïõ êá�åâáßíåé óå êÜèå ó�Üóç i. �íùñßæå�å áêüìç ü�é ïé ó�Üóåéò

âñßóêïí�áé óå ìéá íïç�Þ åõèåßá (êáé áñéèìïýí�áé ìå �ç óåéñÜ, áðü �á áñéó�åñÜ ðñïò �á äåîéÜ) êáé

�çí áðüó�áóç d(i; i+1) (óå km) ìå�áîý êÜèå æåýãïõò äéáäï÷éêþí ó�Üóåùí. �éá áðëü�ç�á, õðïèÝ�ïõìå

ü�é �ï ëåùöïñåßï êéíåß�áé ìå ó�áèåñÞ �á÷ý�ç�á 30km/h, ü�é ï ÷ñüíïò ãéá íá êá�Ýâïõí ïé öïé�ç�Ýò óå

êÜèå ó�Üóç (êáèþò êáé ãéá �çí åðéâñÜäõíóç êáé �çí åðé�Ü÷õíóç �ïõ ëåùöïñåßïõ) åßíáé áìåëç�Ýïò, êáé

ü�é �ï ëåùöïñåßï îåêéíÜ �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ 0 áðü ìéá ó�Üóç k, 1 � k � n, ó�çí ïðïßá åðéâéâÜæïí�áé

üëïé ïé öïé�ç�Ýò (ç áñ÷éêÞ ó�Üóç k äåí âñßóêå�áé êá�' áíÜãêç ó�á Üêñá �çò íïç�Þò åõèåßáò).

(á) Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé �ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá ðñÝðåé íá åðé-

óêåöèåß�å �éò ó�Üóåéò �ùí ó÷ïëþí þó�å íá åëá÷éó�ïðïéçèåß ç óõíïëéêÞ êá�áíÜëùóç êáöÝ áðü �ïõò

öïé�ç�Ýò. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

(â, bonus) Ìå�Ü áðü ðïëëÜ ðáñÜðïíá, óõíåéäç�ïðïéåß�å ü�é ç äéáäñïìÞ ðïõ õðïëïãßóá�å ó�ï (á)

ïäçãåß ðïëëïýò öïé�ç�Ýò íá öèÜíïõí ìå óçìáí�éêÞ êáèõó�Ýñçóç ó�á ìáèÞìá�Ü �ïõò. Ïðü�å æç�Ü�å

áðü �ïõò öïé�ç�Ýò ðïõ êá�åâáßíïõí óå êÜèå ó�Üóç i íá äçëþóïõí �ç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t

i

ìÝ÷ñé �çí ïðïßá

ðñÝðåé íá ö�Üóïõí ó�ç ó�Üóç ãéá íá ðñïëÜâïõí �çí Ýíáñîç �ùí ìáèçìÜ�ùí. Íá âñåß�å Ýíáí áðïäï�éêü

áëãüñéèìï ðïõ åããõÜ�áé ü�é üëïé ïé öïé�ç�Ýò öèÜíïõí ó�çí þñá �ïõò ãéá �ï ìÜèçìá (åöüóïí âÝâáéá

áõ�ü åßíáé åöéê�ü � áí äåí åßíáé åöéê�ü, ïöåßëå�å íá åíçìåñþóå�å �ïõò öïé�ç�Ýò) êáé �áõ�ü÷ñïíá

åëá÷éó�ïðïéåß �çí ðïóü�ç�á �ïõ êáöÝ ðïõ êá�áíáëþíïõí ïé öïé�ç�Ýò. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á

êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.
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