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4ç ÓåéñÜ �ñáð�þí ÁóêÞóåùí - Çì/íßá �áñÜäïóçò 15/2/2016

¢óêçóç 1: Åðéâåâáßùóç Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí

Èåùñïýìå Ýíá (éó÷õñÜ óõíåê�éêü) êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E;w) ìå n êïñõöÝò,m áêìÝò êáé

(åíäå÷ïìÝíùò áñíç�éêÜ) ìÞêç w ó�éò áêìÝò, êáé óõìâïëßæïõìå ìå d(u; v) �çí áðüó�áóç �ùí êïñõöþí

u êáé v ó�ï G. Äßíïí�áé n áñéèìïß Æ

1

; : : : ; Æ

n

, üðïõ êÜèå Æ

k

(õðï�ßèå�áé ü�é) éóïý�áé ìå �çí áðüó�áóç

d(v

1

; v

k

) ó�ïG. Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ðïõ åëÝã÷åé áí �á Æ

1

; : : : ; Æ

n

ðñÜãìá�é

áí�áðïêñßíïí�áé ó�éò áðïó�Üóåéò �ùí êïñõöþí áðü �çí v

1

, äçëáäÞ áí ãéá êÜèå v

k

2 V , éó÷ýåé ü�é

Æ

k

= d(v

1

; v

k

). Áí áõ�ü áëçèåýåé, ï áëãüñéèìüò óáò ðñÝðåé íá õðïëïãßæåé êáé íá åðéó�ñÝöåé Ýíá

ÄÝí�ñï Óõí�ïìü�åñùí Ìïíïðá�éþí ìå ñßæá �ç v

1

.

¢óêçóç 2: Ôñïðïðïßçóç �ïõ Áëãüñéèìïõ Dijkstra (DPV 4.17)

Èåùñïýìå Ýíá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E;w) ìå n êïñõöÝò, m áêìÝò êáé (ìç áñíç�éêÜ)

áêÝñáéá ìÞêç w ó�éò áêìÝò.

(á) ¸ó�ù ü�é õðÜñ÷åé Ýíáò (ó÷å�éêÜ ìéêñüò) öõóéêüò C �Ý�ïéïò þó�å w(e) 2 f0; 1; : : : ; Cg ãéá êÜèå

áêìÞ e. Íá ðåñéãñÜøå�å ìéá õëïðïßçóç �ïõ áëãïñßèìïõ Dijkstra ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò O(nC +m).

(â) ÕðïèÝ�ïõìå �þñá ü�é w(e) 2 f0; 1; : : : ; 2

C

g ãéá êÜèå áêìÞ e. Íá ðåñéãñÜøå�å ìéá õëïðïßçóç

�ïõ áëãïñßèìïõ Dijkstra ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò O((n+m)C). Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí

õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �çò õëïðïßçóçò ðïõ ðñï�åßíå�å.

¢óêçóç 3: Óõí�ïìü�åñá ÌïíïðÜ�éá ìå Äýï Êñé�Þñéá

Èåùñïýìå Ýíá êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E;w; ) ìå n êïñõöÝò, m áêìÝò, èå�éêÜ ìÞêç w êáé

ìç áñíç�éêÜ êüó�ç  ó�éò áêìÝò. ¸ó�ù áêüìç ìéá áñ÷éêÞ êïñõöÞ s �ïõ G.

(á) Áñ÷éêÜ õðïèÝ�ïõìå ü�é ãéá êÜèå áêìÞ e, (e) 2 f0; 1g. Áò ïíïìÜóïõìå ìéá áêìÞ e ðñÜóéíç, áí

(e) = 0, êáé êüêêéíç, áí (e) = 1. Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ ãéá êÜèå êïñõöÞ

u 2 V , õðïëïãßæåé �ï ìÞêïò �ïõ óõí�ïìü�åñïõ s� u ìïíïðá�éïý ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï ðïëý ìßá êüêêéíç

áêìÞ. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

(â) Íá ãåíéêåýóå�å �ïí áëãüñéèìï �ïõ (á) þó�å ãéá êÜèå êïñõöÞ u 2 V , íá õðïëïãßæåé �ï ìÞêïò

�ïõ óõí�ïìü�åñïõ s � u ìïíïðá�éïý ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï ðïëý k êüêêéíåò áêìÝò, ãéá äåäïìÝíï öõóéêü

k � 1. �ïéá åßíáé ç õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ ãåíéêåõìÝíïõ áëãüñéèìïõ;

¢óêçóç 4: Óýó�çìá Áíéóï�Þ�ùí êáé Ìå�á�ñïðÞ Ó�áèåñþí ¼ñùí

¸ó�ù x

1

; : : : ; x

n

áêÝñáéåò ìå�áâëç�Ýò. Èåùñïýìå óýó�çìá S áðï�åëïýìåíï áðü m áíéóü�ç�åò �çò

ìïñöÞò x

i

�x

j

� b

ij

, ãéá êÜðïéá 1 � i; j � n, üðïõ �á b

ij

åßíáé áêÝñáéïé. Ôï S åßíáé éêáíïðïéÞóéìï

áí õðÜñ÷ïõí áêÝñáéåò �éìÝò ãéá �éò ìå�áâëç�Ýò x

1

; : : : ; x

n

ðïõ éêáíïðïéïýí üëåò �éò áíéóü�ç�åò.

1



(á) Íá äéá�õðþóå�å Ýíá êñé�Þñéï ãéá �ï áí �ï S åßíáé éêáíïðïéÞóéìï (êáé íá áðïäåßîå�å �çí ïñèü�ç�á

�ïõ êñé�çñßïõ óáò). Ìå âÜóç áõ�ü �ï êñé�Þñéï, íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ

äéáðéó�þíåé áí �ï S åßíáé éêáíïðïéÞóéìï Þ ü÷é. Áí �ï óýó�çìá åßíáé éêáíïðïéÞóéìï, ï áëãüñéèìüò

óáò ðñÝðåé íá õðïëïãßæåé áðïäåê�Ýò �éìÝò ãéá �éò ìå�áâëç�Ýò x

1

; : : : ; x

n

. �ïéá åßíáé ç ðïëõðëïêü�ç�á

�ïõ áëãïñßèìïõ óáò;

(â) ÈÝëïõìå íá ìå�á�ñÝøïõìå �ï S óå Ýíá éóïäýíáìï óýó�çìá S

0

ìå áí�ßó�ïé÷åò áíéóü�ç�åò x

i

�x

j

�

b

0

ij

, üðïõ ç ìïíáäéêÞ äéáöïñÜ åßíáé ü�é ïé ó�áèåñïß üñïé b

0

ij

åßíáé ìç áñíç�éêïß. Ôá S êáé S

0

åßíáé

éóïäýíáìá ü�áí �ï S

0

åßíáé éêáíïðïéÞóéìï áí êáé ìüíï áí �ï S åßíáé éêáíïðïéÞóéìï. �éá �ïí óêïðü

áõ�ü, ìðïñïýìå íá �ñïðïðïéÞóïõìå �ïõò ó�áèåñïýò üñïõò �ïõ S (ìüíï) ìÝóù ìéáò äéáäéêáóßáò

Change(S; i; k) ðïõ ðñïóèÝ�åé �ïí áñéèìü k óå üëá �á b

ij

, 1 � j � n, êáé áöáéñåß �ïí k áðü üëá �á

b

`i

, 1 � ` � n. ÈÝëïõìå íá äéáðéó�þóïõìå áí ìå äéáäï÷éêÝò êëÞóåéò �çò Change, �ï áñ÷éêü óýó�çìá

S ìðïñåß íá ìå�á�ñáðåß óå Ýíá éóïäýíáìï óýó�çìá S

0

ìå üëá �á b

0

ij

� 0. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí

áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá (õðïèÝó�å åäþ ü�é �ï S ðåñéëáìâÜíåém = �(n log

2

n)

áíéóü�ç�åò). Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ

óáò. Áí �ï S

0

åßíáé éêáíïðïéÞóéìï, íá äåßîå�å áêüìç ðùò ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå áðïäï�éêÜ ìéá

áðïäåê�Þ ëýóç �ïõ S áðü ìéá áðïäåê�Þ ëýóç �ïõ S

0

.

¢óêçóç 5: Äéáöçìßóåéò ó�ï Äéáäßê�õï

Åßìáó�å õðåýèõíïé ãéá �ç ëåé�ïõñãßá åíüò åéäçóåïãñáöéêïý web site ðïõ äÝ÷å�áé êáèçìåñéíÝò åðé-

óêÝøåéò áðü �ïõò ßäéïõò n áíèñþðïõò. Ïé åðéóêÝð�åò �ïõ site êá�çãïñéïðïéïýí�áé ìå âÜóç óõãêå-

êñéìÝíåò éäéü�ç�åò (ð.÷., Üíäñáò Þ ãõíáßêá, ðáí�ñåìÝíïò Þ ü÷é, åñãáæüìåíïò Þ Üíåñãïò, äçìüóéïò Þ

éäéù�éêüò �ïìÝáò åñãáóßáò, çëéêéáêÞ êá�çãïñßá, êÜ�ïéêïò ÅëëÜäáò Þ åîù�åñéêïý). ÊÜèå åðéóêÝð�çò

ìðïñåß íá áíÞêåé óå ìßá Þ ðåñéóóü�åñåò áðü �éò k äçìïãñáöéêÝò êá�çãïñßåò ðïõ ïñßæïí�áé ìå âÜóç

áõ�Ýò �éò éäéü�ç�åò. Ôá ÝóïäÜ ìáò ðñïÝñ÷ïí�áé áðïêëåéó�éêÜ áðü �éò äéáöçìßóåéò m å�áéñåéþí ðïõ

ðñïâÜëëïí�áé ó�ï site ìáò. Ìå âÜóç �á ÷ñÞìá�á ðïõ äéáèÝ�åé êÜèå å�áéñåßá i, ìðïñåß íá åìöáíßæï-

í�áé �ï ðïëý 

i

äéáöçìßóåéò �çò êÜèå çìÝñá. ÅðéðëÝïí, êÜèå å�áéñåßá i åðéèõìåß ïé äéáöçìßóåéò �çò

íá ðñïâÜëëïí�áé ìüíï óå åðéóêÝð�åò ðïõ áíÞêïõí óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï õðïóýíïëï S

i

� f1; : : : ; kg

áðü �éò k äçìïãñáöéêÝò êá�çãïñßåò ó�éò ïðïßåò áíÞêïõí ïé åðéóêÝð�åò ìáò.

Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ ìå âÜóç �á ðáñáðÜíù äåäïìÝíá, áðïöáóßæåé

áí åßíáé äõíá�üí íá åìöáíßæå�áé ìéá äéáöÞìéóç óå êÜèå åðéóêÝð�ç þó�å íá ðñïâÜëëïí�áé �ï ðïëý 

i

äéáöçìßóåéò êÜèå å�áéñåßáò i êáé ïé äéáöçìßóåéò �çò å�áéñåßáò i íá áðåõèýíïí�áé ìüíï óå åðéóêÝð�åò

ðïõ áíÞêïõí ó�éò äçìïãñáöéêÝò êá�çãïñßåò �ïõ S

i

. Áí êÜ�é �Ý�ïéï åßíáé åöéê�ü, ï áëãüñéèìïò èá

ðñÝðåé íá õðïëïãßæåé ðïéïé åðéóêÝð�åò èá âëÝðïõí �éò äéáöçìßóåéò êÜèå å�áéñåßáò. Íá áé�éïëïãÞóå�å

ðñïóåê�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

¢óêçóç 5: ÁíáãùãÝò êáé NP-�ëçñü�ç�á

Íá äåßîå�å ü�é �á ðáñáêÜ�ù ðñïâëÞìá�á åßíáé NP-�ëÞñç:

Õðïóýíïëá Äéáöïñå�éêþí Óõíüëùí

Åßóïäïò : Óýíïëá öõóéêþí áñéèìþíX = fx

1

; : : : ; x

n

g êáé Y = fy

1

; : : : ; y

m

g êáé öõóéêüò B � 1.

Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷ïõí ìç êåíÜ õðïóýíïëá S

1

� X êáé S

2

� Y ìå jx(S

1

)� y(S

2

)j = B;

¢èñïéóìá Õðïóõíüëïõ êá�Ü �ñïóÝããéóç

Åßóïäïò : Óýíïëï A = fw

1

; : : : ; w

n

g ìå n öõóéêïýò êáé öõóéêïß B êáé x ìå B > x � 1.

Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷åé S � A �Ý�ïéï þó�å B � x � w(S) � B;

2



Ìáêñý ÌïíïðÜ�é

Åßóïäïò : Ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E).

Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷åé ó�ï G ìïíïðÜ�é ìå ìÞêïò �ïõëÜ÷éó�ïí jV j=2;

ÅðéëïãÞ ÁíåîÜñ�ç�ùí Õðïóõíüëùí

Åßóïäïò : ÓõëëïãÞ S = fS

1

; : : : ; S

m

g õðïóõíüëùí åíüò óõíüëïõ U ìå n ó�ïé÷åßá êáé öõóéêüò

áñéèìüò k, 2 � k � m.

Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷ïõí k õðïóýíïëá ó�ç óõëëïãÞ S ðïõ íá åßíáé, áíÜ äýï, îÝíá ìå�áîý �ïõò;

Äéá÷ùñéóìüò óå ÊëÜóåéò

Åßóïäïò : Óýíïëï P = fp

1

; : : : ; p

n

g ìå n óçìåßá, ïé áðïó�Üóåéò d(p

i

; p

j

) = d(p

j

; p

i

) 2 IN ãéá

üëá �á æåõãÜñéá äéáöïñå�éêþí óçìåßùí ó�ï P , êáé èå�éêïß öõóéêïß B êáé k � 3.

Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷åé äéáìÝñéóç �ïõ P óå k êëÜóåéò P

1

; : : : ; P

k

Ý�óé þó�å ãéá êÜèå êëÜóç P

`

êáé

ãéá êÜèå æåõãÜñé óçìåßùí p

i

; p

j

2 P

`

, d(p

i

; p

j

) � B (äçë. ðñÝðåé üëá �á óçìåßá ó�çí ßäéá êëÜóç

íá áðÝ÷ïõí áðüó�áóç �ï ðïëý B ìå�áîý �ïõò);

Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï ìå �åñéïñéóìïýò

Åßóïäïò : Ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E; p; w), üðïõ êÜèå áêìÞ e Ý÷åé ìéá áêÝñáéç áîßá

p(e) � 0 êáé Ýíá áêÝñáéï âÜñïò w(e) � 0, êáé äýï áêÝñáéïé P;W � 0.

Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷åé óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G ìå óõíïëéêÞ áîßá �ïõëÜ÷éó�ïí P êáé óõíïëéêü âÜñïò

�ï ðïëý W ;
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