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¢óêçóç 1: Áóõìð�ù�éêüò Óõìâïëéóìüò, ÁíáäñïìéêÝò Ó÷Ýóåéò.

(á) Íá �áîéíïìÞóå�å �éò ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåéò óå áýîïõóá óåéñÜ �Üîçò ìåãÝèïõò, íá âñåß�å äç-
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), êïê. Óå áõ�Þ �ç äéÜ�áîç, íá

åðéóçìÜíå�å �éò óõíáñ�Þóåéò ðïõ Ý÷ïõí ßäéá �Üîç ìåãÝèïõò.
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(â) Íá õðïëïãßóå�å �çí �Üîç ìåãÝèïõò �() �ùí ëýóåùí �ùí ðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêþí ó÷Ýóåùí. �éá

üëåò �éò ó÷Ýóåéò, íá èåùñÞóå�å ü�é T (1) = �(1).

1. T (n) = 2T (n=3) + n logn

2. T (n) = 3T (n=3) + n logn

3. T (n) = 4T (n=3) + n logn

4. T (n) = T (n=2) + T (n=3) + n

5. T (n) = T (n=2) + T (n=3) + T (n=6) + n

6. T (n) = T (n� 1) + log n

7. T (n) = T (n

5=6

) + �(log n)

8. T (n) = T (n=4) +

p

n.

¢óêçóç 2: Ôáîéíüìçóç

(á) Èåùñïýìå Ýíáí ðßíáêá A[1 : : : n℄ ìå n ó�ïé÷åßá êáé �ïõò õðïðßíáêåò A
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+1 : : : n℄ ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü �çí äéáìÝñéóç �ïõ A óå k �ìÞìá�á ìå n=k ó�ïé÷åßá �ï

êáèÝíá (ãéá áðëü�ç�á, õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï n åßíáé ðïëëáðëÜóéï �ïõ k, ìðïñåß�å áêüìç íá õðïèÝóå�å

ü�é �á n êáé k åßíáé äõíÜìåéò �ïõ 2). Èá ëÝìå ü�é ï ðßíáêáò A åßíáé �áîéíïìçìÝíïò êá�Ü k ìÝñç

ü�áí ãéá êÜèå i êáé j, ìå 1 � i < j � k, êÜèå ó�ïé÷åßï �ïõ õðïðßíáêá A

i

åßíáé ìéêñü�åñï Þ

ßóï áðü êÜèå ó�ïé÷åßï �ïõ õðïðßíáêá A

j

. Äçë. �á ó�ïé÷åßá �ïõ A Ý÷ïõí �áîéíïìçèåß ``åîù�åñéêÜ'',

ìå�áîý �ùí õðïðéíÜêùí, áëëÜ ü÷é êá�' áíÜãêç êáé ``åóù�åñéêÜ'' ó�ïí ßäéï õðïðßíáêá. �.÷., ï ðßíáêáò

A =

�

[12; 14; 20; 18℄; [25; 22; 29; 32℄; [37; 42; 34; 50℄; [67; 59; 52; 76℄

�

åßíáé �áîéíïìçìÝíïò êá�Ü 4 ìÝñç.

1. Íá äéá�õðþóå�å óõãêñé�éêü áëãüñéèìï ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò O(n log k) ðïõ �áîéíïìåß êá�Ü k ìÝñç

Ýíáí ðßíáêá A ìå n ó�ïé÷åßá. Íá äåßîå�å áêüìç ü�é ï áëãüñéèìüò óáò åßíáé âÝë�éó�ïò, äçë. ü�é

êÜèå óõãêñé�éêüò áëãüñéèìïò �áîéíüìçóçò êá�Ü k ìÝñç åíüò ðßíáêá ìå n ó�ïé÷åßá Ý÷åé ÷ñüíï

åê�Ýëåóçò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò 
(n log k).



2. Íá äéá�õðþóå�å óõãêñé�éêü áëãüñéèìï ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò O(n log

n

k

) ðïõ �áîéíïìåß ðëÞñùò Ýíáí

ðßíáêá A ìå n ó�ïé÷åßá ðïõ áñ÷éêÜ åßíáé �áîéíïìçìÝíïò êá�Ü k ìÝñç. Íá åîçãÞóå�å ãéá�ß êÜèå

óõãêñé�éêüò áëãüñéèìïò ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá ðñÝðåé íá Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò 
(n log

n

k

).

(â) �ñéí �çí åðßäåéîç ãñáð�þí ó�ï ìÜèçìá ``�ñïãñáììá�éóìüò Ç/Õ'', �áîéíïìïýìå �á ãñáð�Ü óå

áëöáâç�éêÞ óåéñÜ. �Ýñõóé, êá�Ü �ç ìå�áöïñÜ �ùí ãñáð�þí êáé ìüëéò 30

0

ðñéí �çí åðßäåéîÞ �ïõò, ç

ó�ïßâá óêïñðßó�çêå ó�ï ðÜ�ùìá. ¼�áí ìáæÝøáìå �á ãñáð�Ü êáé ðñïóðáèþí�áò íá �á �áîéíïìÞóïõìå

ðÜëé, ðáñá�çñÞóáìå ü�é êÜèå ãñáð�ü âñéóêü�áí óå áðüó�áóç �ï ðïëý k èÝóåùí (ðñïò �á ðÜíù Þ

ðñïò �á êÜ�ù) áðü �çí áñ÷éêÞ �ïõ èÝóç ó�çí �áîéíïìçìÝíç ó�ïßâá. ¸ðñåðå ëïéðüí íá �áîéíïìÞóïõìå

ðïëý ãñÞãïñá ìéá ó�ïßâá ìå n ãñáð�Ü, ðïõ Þ�áí üìùò k-ðñï�áîéíïìçìÝíç, ìå �çí Ýííïéá ü�é êÜèå

ãñáð�ü âñéóêü�áí óå áðüó�áóç �ï ðïëý k èÝóåùí áðü �çí �åëéêÞ �ïõ èÝóç ó�çí �áîéíïìçìÝíç ó�ïßâá.

1. Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü óõãêñé�éêü áëãüñéèìï ãéá �çí �áîéíüìçóç åíüò k-ðñï�áîéíïìçìÝíïõ

ðßíáêá ìå n ó�ïé÷åßá. Íá áé�éïëïãÞóå�å óõíïð�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëï-

êü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

2. Íá äåßîå�å ü�é êÜèå óõãêñé�éêüò áëãüñéèìïò ãéá �çí �áîéíüìçóç åíüò k-ðñï�áîéíïìçìÝíïõ ðßíáêá

ìå n ó�ïé÷åßá Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ÷åéñü�åñçò ðåñßð�ùóçò 
(n log k).

¢óêçóç 3: ÁíáæÞ�çóç

(á) ÊÜðïéá Üëëç ÷ñïíéÜ, ìüëéò 5

0

ðñéí �çí åðßäåéîç ãñáð�þí ó�ï ìÜèçìá ``�ñïãñáììá�éóìüò Ç/Õ'',

áöïý åß÷áìå �áîéíïìÞóåé �á ãñáð�Ü óå áëöáâç�éêÞ óåéñÜ (èåùñïýìå ü�é êÜèå ïíïìá�åðþíõìï åßíáé

ìïíáäéêü), êÜðïéïò ``Ýêïøå'' �ç ó�ïßâá óå ìéá èÝóç k êáé �ïðïèÝ�çóå �á ðñþ�á k ãñáð�Ü ó�ï �Ýëïò.

Ôï áðï�Ýëåóìá Þ�áí ìéá ðåñéó�ñáììÝíç �áîéíïìçìÝíç ó�ïßâá ãñáð�þí a
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. �éá íá �áîéíïìÞóïõìå ðÜëé ðëÞñùò �ç ó�ïßâá,

ðñÝðåé íá âñïýìå �ï åëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï �çò ðåñéó�ñáììÝíçò �áîéíïìçìÝíçò ó�ïßâáò (êáé �ç èÝóç üðïõ

áõ�ü åìöáíßæå�áé), þó�å íá åðáíáöÝñïõìå �á k ãñáð�Ü áðü �ï �Ýëïò ó�çí áñ÷Þ �çò ó�ïßâáò. Íá

äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü óõãêñé�éêü áëãüñéèìï ðïõ âñßóêåé �ï åëÜ÷éó�ï ó�ïé÷åßï (êáé �ç èÝóç

üðïõ áõ�ü åìöáíßæå�áé) åíüò ðåñéó�ñáììÝíïõ �áîéíïìçìÝíïõ ðßíáêá A[1 : : : n℄ ìå n ó�ïé÷åßá. Íá

áé�éïëïãÞóå�å óõíïð�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

(â) �ñüêåé�áé íá ðÜìå Ýíá ìåãÜëï �áîßäé ðïõ èá äéáñêÝóåé k � 2 çìÝñåò. ¸÷ïõìå åðéëÝîåé �ïõò n > k

ó�áèìïýò �ïõ �áîéäéïý (êáé �ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá èá �ïõò åðéóêåöèïýìå) êáé Ý÷ïõìå õðïëïãßóåé �éò

áðïó�Üóåéò d

1

; d

2

; : : : ; d

n

ìå�áîý �ïõò (d

1

åßíáé ç áðüó�áóç �ïõ ðñþ�ïõ ó�áèìïý áðü �çí áöå�çñßá,

d

2

åßíáé ç áðüó�áóç �ïõ ðñþ�ïõ áðü �ïí äåý�åñï ó�áèìü, êïê., üëåò ïé áðïó�Üóåéò åßíáé èå�éêïß

áêÝñáéïé). �éá íá ìçí êïõñáó�ïýìå, èÝëïõìå íá ðñïãñáììá�ßóïõìå �ï �áîßäé þó�å íá åëá÷éó�ïðïéÞ-

óïõìå �ç ìÝãéó�ç áðüó�áóç ðïõ èá äéáíýóïõìå ìÝóá óå ìßá çìÝñá (ìðïñïýìå íá ó�áìá�Þóïõìå ãéá

äéáíõê�Ýñåõóç ìüíï óå êÜðïéïí áðü �ïõò åðéëåãìÝíïõò ó�áèìïýò). Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü

áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü-

�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

¢óêçóç 4: Åí�ïðéóìüò Åðáíáëáìâáíüìåíïõ Ó�ïé÷åßïõ

Èåùñïýìå Ýíáí ðßíáêá A[1 : : : n℄ ìå ó�ïé÷åßá öõóéêïýò áñéèìïýò ó�ï óýíïëï [n℄ = f1; : : : ; ng, üðïõ

Ýíáò áñéèìüò k 2 [n℄ åìöáíßæå�áé �ïõëÜ÷éó�ïí äýï öïñÝò êáé êÜèå Üëëïò áñéèìüò ó�ï óýíïëï [n℄nfkg

åìöáíßæå�áé �ï ðïëý ìßá öïñÜ ó�ïí ðßíáêá A. Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ðïõ

õðïëïãßæåé �ïí áñéèìü k ðïõ åìöáíßæå�áé �ïõëÜ÷éó�ïí äýï öïñÝò ó�ïí ðßíáêá A. Ï áëãüñéèìüò óáò

ðñÝðåé íá åßíáé in-pla
e, äçëáäÞ ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéåß ìüíïO(1) èÝóåéò ìíÞìçò åðéðëÝïí �ïõ ðßíáêá

åéóüäïõ A[1 : : : n℄.



¢óêçóç 5: Áèñïßóìá�á Ó�ïé÷åßùí óå ÓõãêåêñéìÝíï ÄéÜó�çìá

(á) Äßíïí�áé äýï �áîéíïìçìÝíïé ðßíáêåò A[1 : : : n℄ êáé B[1 : : : m℄, ìå n êáé m áêÝñáéïõò áñéèìïýò

áí�ßó�ïé÷á, êáé Ýíá æåõãÜñé áêåñáßùí áñéèìþí L êáé M , ìå L < M . ¸íá æåõãÜñé èÝóåùí (i; j), ìå

�ç èÝóç i, 1 � i � n, ó�ïí ðßíáêá A êáé �ç èÝóç j, 1 � j � m, ó�ïí ðßíáêá B, èåùñåß�áé Ýãêõñï

áí L � B[j℄�A[i℄ �M . Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ãñáììéêïý ÷ñüíïõ ðïõ õðïëïãßæåé �ï óõíïëéêü

ðëÞèïò �ùí Ýãêõñùí æåõãáñéþí èÝóåùí (i; j) ó�ïõò ðßíáêåò A êáé B. Íá áé�éïëïãÞóå�å óõíïð�éêÜ

�çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

(â) Äßíïí�áé Ýíáò ìç �áîéíïìçìÝíïò ðßíáêáò A[1 : : : n℄ ìå n áêåñáßïõò áñéèìïýò êáé Ýíá æåõãÜñé

áêåñáßùí áñéèìþí L êáéM , ìå L < M . ¸íá æåõãÜñé èÝóåùí (i; j) ó�ïí ðßíáêá A, ìå 1 � i < j � n,

èåùñåß�áé Ýãêõñï áí L � A[j℄ �A[i℄ �M . Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ÷ñüíïõ O(n log n) ðïõ õðï-

ëïãßæåé �ï óõíïëéêü ðëÞèïò �ùí Ýãêõñùí æåõãáñéþí èÝóåùí (i; j) ó�ïí ðßíáêá A. Íá áé�éïëïãÞóå�å

óõíïð�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò. Õðüäåéîç: Ìðï-

ñåß�å íá �ñïðïðïéÞóå�å êá�Üëëçëá �ïí áëãüñéèìï �áîéíüìçóçò mergesort êáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóå�å �ï

áðï�Ýëåóìá �ïõ (á) ó�ç öÜóç �çò óýíèåóçò �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí.

(ã) Äßíïí�áé Ýíáò ìç �áîéíïìçìÝíïò ðßíáêáò A[1 : : : n℄ ìå n áêåñáßïõò áñéèìïýò êáé Ýíá æåõãÜñé

áêåñáßùí áñéèìþí L êáé M , ìå L < M . ¸íá äéÜó�çìá A[i : : : j℄ ó�ïí ðßíáêá A, ìå 1 � i � j � n,

èåùñåß�áé Ýãêõñï áíL �

P

j

`=i

A[`℄ �M . Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé

�ï óõíïëéêü ðëÞèïò �ùí Ýãêõñùí äéáó�çìÜ�ùí A[i : : : j℄ ó�ïí ðßíáêá A.


