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¢óêçóç 1: ÅðéëïãÞ êáé ÊÜëõøç ÌáèçìÜ�ùí

(á) Ó�ï ðñüâëçìá �çò åðéëïãÞò ìáèçìÜ�ùí Ý÷ïõìå n áé�Þìá�á ãéá äéäáóêáëßá ìáèçìÜ�ùí, êÜèå

áß�çìá i ÷áñáê�çñßæå�áé áðü �ï ÷ñïíéêü äéÜó�çìá [s

i

; f

i

) ó�ï ïðïßï èá ðñÝðåé äéäá÷èåß �ï ìÜèçìá,

êáé ó�ü÷ïò åßíáé íá åðéëÝîïõìå Ýíá ìÝãéó�ï, ùò ðñïò �ïí ðëçèéêü �ïõ áñéèìü, óýíïëï ìáèçìÜ�ùí ðïõ

äåí Ý÷ïõí åðéêáëýøåéò ìå�áîý �ïõò.

(á.1) �íùñßæïõìå Þäç ü�é ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ìéá âÝë�éó�ç ëýóç åöáñìüæïí�áò �ï Üðëçó�ï

êñé�Þñéï �ïõ åëÜ÷éó�ïõ ÷ñüíïõ ïëïêëÞñùóçò, óýìöùíá ìå �ï ïðïßï åðéëÝãïõìå �ï äéáèÝóéìï ìÜèçìá

ìå �ïí åëÜ÷éó�ï ÷ñüíï ïëïêëÞñùóçò, áöáéñïýìå üóá ìáèÞìá�á åðéêáëýð�ïí�áé ìå áõ�ü, êáé åðáíá-

ëáìâÜíïõìå.

Íá åîå�Üóå�å ðïéá áðü �á ðáñáêÜ�ù åíáëëáê�éêÜ êñé�Þñéá åããõþí�áé ìéá âÝë�éó�ç ëýóç êáé ðïéá

ü÷é. �éá êÜèå êñé�Þñéï, ðñÝðåé åß�å íá áðïäåßîå�å ü�é ïäçãåß ðÜí�á óå ìßá âÝë�éó�ç ëýóç åß�å íá âñåß�å

Ýíá ó�éãìéü�õðï üðïõ ç ëýóç ó�çí ïðïßá ïäçãïýìáó�å äåí åßíáé âÝë�éó�ç. �éá äéåõêüëõíóç, ìðïñåß�å

íá ``óðÜóå�å'' �éò éóïðáëßåò (ùò ðñïò �ï êñé�Þñéï ðïõ åöáñìüæå�å) ìå üðïéïí �ñüðï åðéèõìåß�å.

1. Ëéãü�åñåò åðéêáëýøåéò : ÅðéëÝãïõìå �ï ìÜèçìá ìå �éò ëéãü�åñåò åðéêáëýøåéò ìå Üëëá ìáèÞìá�á,

áöáéñïýìå üëá �á ìáèÞìá�á ðïõ åðéêáëýð�ïí�áé ìå áõ�ü, êáé åðáíáëáìâÜíïõìå.

2. Ìåãáëý�åñç äéÜñêåéá : Áí äåí õðÜñ÷ïõí åðéêáëýøåéò, åðéëÝãïõìå üëá �á ìáèÞìá�á. Äéáöïñå�éêÜ,

áöáéñïýìå �ï ìÜèçìá ìå �ç ìåãáëý�åñç äéÜñêåéá êáé åðáíáëáìâÜíïõìå.

3. �åñéóóü�åñåò åðéêáëýøåéò : Áí äåí õðÜñ÷ïõí åðéêáëýøåéò, åðéëÝãïõìå üëá �á ìáèÞìá�á. Äéá-

öïñå�éêÜ, áöáéñïýìå �ï ìÜèçìá ðïõ Ý÷åé �éò ðåñéóóü�åñåò åðéêáëýøåéò ìå Üëëá ìáèÞìá�á êáé

åðáíáëáìâÜíïõìå.

(á.2) Èåùñïýìå �þñá ü�é êÜèå ìÜèçìá i 2 f1; : : : ; ng äéäÜóêå�áé ó�ï ÷ñïíéêü äéÜó�çìá [s

i

; f

i

) êáé

äßíåé ó�ï öïé�ç�Þ Ýíáí áñéèìü äéäáê�éêþí ìïíÜäùí w

i

ìå �çí åðé�õ÷Þ ðáñáêïëïýèçóÞ �ïõ. Âñåß�å

Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé Ýíá óýíïëï ìáèçìÜ�ùí ðïõ äåí åðéêáëýð�ïí�áé ìå�áîý

�ïõò êáé ìåãéó�ïðïéåß �ïí óõíïëéêü áñéèìü äéäáê�éêþí ìïíÜäùí.

(â) Ôï ÄÓ �ïõ Öïé�ç�éêïý Óõëëüãïõ �çò Ó÷ïëÞò ìüëéò áðïöÜóéóå íá ðñáãìá�ïðïéçèåß �åíéêÞ ÓõíÝ-

ëåõóç öïé�ç�þí áýñéï êéüëáò, êáé åóåßò áíáëÜâá�å íá ðåñÜóå�å áðü üëá �á ìáèÞìá�á ðïõ ãßíïí�áé

óÞìåñá ó�ç Ó÷ïëÞ ãéá íá åíçìåñþóå�å �ïõò óõìöïé�ç�Ýò óáò. Äõó�õ÷þò, ðñÝðåé íá âñßóêåó�å ó�á

�áëéÜ Ê�ßñéá üëç �ç ìÝñá. Ìðïñåß�å íá öåýãå�å ìüíï ó�éãìéáßá ðñïêåéìÝíïõ íá ìå�áöåñèåß�å ó�á

ÍÝá Ê�ßñéá, íá ðåñÜóå�å áðü üëá �á áìöéèÝá�ñá ó�á ïðïßá ãßíå�áé ìÜèçìá åêåßíç �ç ó�éãìÞ êáé íá

êÜíå�å �çí áíáêïßíùóÞ óáò. �íùñßæå�å �ï ðñüãñáììá �ùí ìáèçìÜ�ùí ãéá óÞìåñá, äçëáäÞ ãíùñßæå�å

ü�é êÜèå ìÜèçìá i 2 f1; : : : ; ng äéäÜóêå�áé ó�ï ÷ñïíéêü äéÜó�çìá [s

i

; f

i

). Ó�ü÷ïò óáò åßíáé íá âñåß�å

ðïéåò ÷ñïíéêÝò ó�éãìÝò èá ðÜ�å ó�á ÍÝá Ê�ßñéá þó�å íá ìå�áêéíçèåß�å üóåò ëéãü�åñåò öïñÝò åßíáé

äõíá�üí (èåùñÞó�å ü�é ç ìå�áöïñÜ êáé ïé áíáêïéíþóåéò ãßíïí�áé ó�éãìéáßá). Äéá�õðþó�å Ýíáí áðï-

äï�éêü áëãüñéèìï ðïõ íá ëýíåé áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Áðïäåßî�å �çí ïñèü�ç�Ü �ïõ êáé âñåß�å �ç ÷ñïíéêÞ

�ïõ ðïëõðëïêü�ç�á.
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¢óêçóç 2: �ïìðïß êáé ÄÝê�åò

(á) ¸÷ïõìå n êåñáßåò ðïõ äéáêñßíïí�áé óå ðïìðïýò êáé äÝê�åò êáé åßíáé �ïðïèå�çìÝíåò óå ìéá íïç�Þ

åõèåßá, ó�çí äéåýèõíóç äýóçò - áíá�ïëÞò. Ïé ðïìðïß åêðÝìðïõí ìüíï ðñïò �á áíá�ïëéêÜ êáé ïé äÝê�åò

ëáìâÜíïõí ìüíï áðü �á äõ�éêÜ. ÊÜèå ðïìðüò ìðïñåß íá ó�Ýëíåé ìçíýìá�á óå Ýíáí êáé ìïíáäéêü äÝê�ç

(êáé áí�ßó�ïé÷á êÜèå äÝê�çò ìðïñåß íá ëáìâÜíåé ìçíýìá�á áðü Ýíáí êáé ìïíáäéêü ðïìðü, äåí Ý÷ïõìå

êáèüëïõ ðñïâëÞìá�á ðáñåìâïëþí Þ åîáóèÝíçóçò óÞìá�ïò ëüãù �çò áðüó�áóçò). Ôï æç�ïýìåíï åßíáé

íá ìåãéó�ïðïéÞóïõìå �ïõò ðïìðïýò êáé �ïõò äÝê�åò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé. Êùäéêïðïéïýìå, ëïéðüí,

�ï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá ùò ìßá áêïëïõèßá �

1

; : : : ; �

n

üðïõ �

i

= t (áí�ßó�ïé÷á, �

i

= r) áí ç êåñáßá

ó�ç èÝóç i åßíáé ðïìðüò (áí�ßó�ïé÷á, äÝê�çò). Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ, ìå

åßóïäï ìéá �Ý�ïéá áêïëïõèßá, õðïëïãßæåé �ïí ìÝãéó�ï áñéèìü ðïìðþí êáé äåê�þí ðïõ ìðïñïýìå íá

÷ñçóéìïðïéÞóïõìå.

(â) ¸ðåé�á áðü áíáâÜèìéóç �ïõ óõó�Þìá�ïò, ïé êåñáßåò ìáò ìðïñïýí ðëÝïí íá ëåé�ïõñãïýí åß�å ùò

ðïìðïß åß�å ùò äÝê�åò. ¼�áí ìßá êåñáßá i ëåé�ïõñãåß ùò ðïìðüò, Ý÷åé êá�áíÜëùóç éó÷ýïò T

i

, åíþ ü�áí

ëåé�ïõñãåß ùò äÝê�çò Ý÷åé êá�áíÜëùóç éó÷ýïò R

i

� T

i

. �éá äéåõêüëõíóç, èåùñïýìå ü�é Ý÷ïõìå Üñ�éï

ðëÞèïò êåñáéþí n. Äõó�õ÷þò ç áíáâÜèìéóç äåí êá�Üöåñå íá áí�éìå�ùðßóåé �ïí ðåñéïñéóìü ó�çí

êá�åýèõíóç åêðïìðÞò (ïé ðïìðïß óõíå÷ßæïõí íá åêðÝìðïõí ìüíï ðñïò �á áíá�ïëéêÜ êáé ïé äÝê�åò

íá ëáìâÜíïõí ìüíï áðü �á äõ�éêÜ) êáé �ïí ðåñéïñéóìü �ïõ ìïíáäéêïý ðïìðïý ãéá ìïíáäéêü äÝê�ç.

Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá ÷ùñßóïõìå �éò êåñáßåò óå n=2 æåýãç ðïìðïý-äÝê�ç þó�å íá åëá÷éó�ïðïéÞóå�å

�ç óõíïëéêÞ êá�áíÜëùóç éó÷ýïò (ïé êåñáßåò áñéèìïýí�áé ðÜí�á áðü �á äõ�éêÜ ðñïò �á áíá�ïëéêÜ,

êáé ãéá êÜèå æåýãïò ðïìðïý i � äÝê�ç j, ðñÝðåé íá éó÷ýåé ü�é i < j). Íá äéá�õðþóå�å áðïäï�éêü

áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á

�ïõ áëãïñßèìïõ óáò (õðÜñ÷åé bonus ãéá éäéáß�åñá áðïäï�éêïýò áëãüñéèìïõò). �áñÜäåéãìá : ¸ó�ù ü�é

Ý÷ïõìå 4 êåñáßåò ìå êá�áíÜëùóç åíÝñãåéáò (ùò ðïìðïß êáé äÝê�åò áí�ßó�ïé÷á, áðü �á äõ�éêÜ ðñïò

�á áíá�ïëéêÜ): (9; 6), (6; 2), (8; 1) êáé (5; 3). ÂÝë�éó�ç ëýóç åßíáé íá ``æåõãáñþóïõìå'' �éò êåñáßåò 1-3

êáé 2-4 Þ �éò êåñáßåò 1-4 êáé 2-3, ìå óõíïëéêÞ êá�áíÜëùóç åíÝñãåéáò 19.

¢óêçóç 3: Äéáãùíéóìüò ×ïñïý

(á) �ñüêåé�áé íá ëÜâå�å ìÝñïò óå Ýíáí äéáãùíéóìü ÷ïñïý! Áýñéï êéüëáò åßíáé ç ìåãÜëç ìÝñá! �íùñß-

æå�å �ç ëßó�á ìå �á n êïììÜ�éá �ïõ äéáãùíéóìïý êáé �ç óåéñÜ ìå �çí ïðïßá èá ðáé÷�ïýí. ¸÷å�å êÜíåé

äéåîïäéêÞ Ýñåõíá êáé ãíùñßæå�å �ïõò êñé�Ýò êáé �éò éêáíü�ç�Ýò óáò, óå âáèìü ðïõ íá ìðïñåß�å íá ðñï-

âëÝøå�å ìå áêñßâåéá �ç âáèìïëïãßá s
ore(i) ðïõ èá ëÜâå�å áí ÷ïñÝøå�å �ï i-ïó�ü êïììÜ�é �çò ëßó�áò.

Äõó�õ÷þò, ìå�Ü áðü êÜèå êïììÜ�é i, ÷ñåéÜæåó�å ÷ñüíï íá îåêïõñáó�åß�å. ¸�óé, áí ÷ïñÝøå�å �ï êïì-

ìÜ�é i, äåí ìðïñåß�å íá ÷ïñÝøå�å �á åðüìåíá rest(i) êïììÜ�éá, äçë. �á êïììÜ�éá i+1; : : : ; i+rest(i).

Äåí õðÜñ÷åé Üëëïò ðåñéïñéóìüò ó�ï ðëÞèïò �ùí êïììá�éþí ðïõ ìðïñåß�å íá ÷ïñÝøå�å. Íá äéá�õðþ-

óå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé �ç ìÝãéó�ç óõíïëéêÞ âáèìïëïãßá ðïõ ìðïñåß�å íá

åðé�ý÷å�å. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

(â) Ëßãåò þñåò ðñéí áñ÷ßóåé ï äéáãùíéóìüò, óõíåéäç�ïðïéåß�å ü�é ãéá êÜèå êïììÜ�é èá ðñÝðåé íá

öïñÜ�å äéáöïñå�éêÜ ñïý÷á! ¸�óé, ðñéí áðü êÜèå êïììÜ�é, èá ÷ñåéáó�åß�å ÷ñüíï ðñïå�ïéìáóßáò.

�ñïêåéìÝíïõ ëïéðüí íá ÷ïñÝøå�å �ï i-ïó�ü êïììÜ�é, èá ðñÝðåé íá ìçí Ý÷å�å ÷ïñÝøåé �á ðñïçãïýìåíá

prep(i) êïììÜ�éá, äçë. �á êïììÜ�éá i�prep(i); : : : ; i� 1, þó�å íá ðñïå�ïéìáó�åß�å êá�Üëëçëá. Åõ�õ-

÷þò, êáèþò ðñïå�ïéìÜæåó�å, îåêïõñÜæåó�å êáé áðü �ï ðñïçãïýìåíü óáò êïììÜ�é, äçëáäÞ ïé ÷ñüíïé

îåêïýñáóçò êáé ðñïå�ïéìáóßáò ìðïñåß íá åðéêáëýð�ïí�áé. Ìå �á íÝá äåäïìÝíá, ðñÝðåé íá âñåß�å

Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé �ç ìÝãéó�ç óõíïëéêÞ âáèìïëïãßá ðïõ ìðïñåß�å íá åðé-
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�ý÷å�å. �éá �çí áíÜëõóç �çò õðïëïãéó�éêÞò ðïëõðëïêü�ç�áò, ìðïñåß�å íá èåùñÞóå�å ü�é ï ìÝãéó�ïò

÷ñüíïò ðñïå�ïéìáóßáò êáé ï ìÝãéó�ïò ÷ñüíïò îåêïýñáóçò äåí îåðåñíïýí �ï M .

¢óêçóç 4: ÂãÜæïí�áò Âüë�á �ï Óêýëï

ÅíäéáöÝñåó�å íá áãïñÜóå�å êáéíïýñéï ëïõñß ãéá íá âãÜæå�å âüë�á �ï óêýëï óáò êáé èÝëå�å íá

õðïëïãßóå�å �ï ìÞêïò �ïõ ëïõñéïý ðïõ èá áãïñÜóå�å (�ï ó÷Ýäéï �ï Ý÷å�å Þäç áðïöáóßóåé). ¸÷ïí�áò

âãÜëåé ðïëëÝò öïñÝò �ï óêýëï óáò âüë�á, îÝñå�å ü�é åóåßò âáäßæå�å óå ìßá ðïëõãùíéêÞ êáìðýëç

ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �á óçìåßá p

1

; : : : ; p

n

, êáé ï óêýëïò óáò âáäßæåé óå ìßá áí�ßó�ïé÷ç ðïëõãùíéêÞ

êáìðýëç ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �á óçìåßá q

1

; : : : ; q

m

, êáèþò �ïí êñá�Ü�å áðü �ï ëïõñß. ÕðïèÝ�ïõìå ðùò

�á âÞìá�Ü óáò áí�éó�ïé÷ïýí áêñéâþò ó�á n (m, áí�ßó�ïé÷á, ãéá �ï óêýëï) óçìåßá �ùí êáìðýëùí êáé

åðïìÝíùò êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ âñßóêåó�å óå êÜðïéï áðü �á óçìåßá p

1

; : : : ; p

n

(q

1

; : : : ; q

m

, áí�ßó�ïé÷á,

ãéá �ï óêýëï). Ôüóï åóåßò üóï êáé ï óêýëïò óáò ìðïñåß�å íá ó�áìá�Þóå�å óå ïðïéïäÞðï�å óçìåßï �çò

êáìðýëçò, ãéá üóï ÷ñüíï ÷ñåéáó�åß, áëëÜ ðï�Ý äåí ãõñßæå�å óå ðñïçãïýìåíï óçìåßï �çò êáìðýëçò

óáò. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé �ï åëÜ÷éó�ï ìÞêïò ëïõñéïý ðïõ

åðáñêåß ãéá �çí êáèçìåñéíÞ âüë�á �ïõ óêýëïõ. Ìðïñåß�å íá èåùñÞóå�å äåäïìÝíç ìßá óõíÜñ�çóç d

ðïõ õðïëïãßæåé óå ó�áèåñü ÷ñüíï �çí áðüó�áóç d(p; q) ìå�áîý åíüò óçìåßïõ p ó�ç äéêÞ óáò äéáäñïìÞ

êáé åíüò óçìåßïõ q ó�ç äéáäñïìÞ �ïõ óêýëïõ. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ

ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò. �áñÜäåéãìá: ¸ó�ù ü�é n = 2 êáé m = 3 êáé ü�é ïé áðïó�Üóåéò

êÜèå æåýãïõò óçìåßùí åßíáé: d(p

1

; q

1

) = 1, d(p

1

; q

2

) = 2, d(p

1

; q

3

) = 3, d(p

2

; q

1

) = 2:5, d(p

2

; q

2

) =

2:2, d(p

2

; q

3

) = 1:8. Ôï åëÜ÷éó�ï ìÞêïò ëïõñéïý ðïõ èá ÷ñåéáó�åß�å Ý÷åé ìÞêïò 2. Ìßá âÝë�éó�ç

äéÜó÷éóç �ùí êáìðõëþí P êáé Q åßíáé ç åîÞò: ÎåêéíÜ�å êáé ïé äýï áðü �á óçìåßá p

1

êáé q

1

áí�ßó�ïé÷á.

Ôçí åðüìåíç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ, ï óêýëïò ðñï÷ùñÜ ó�ï q

2

åíþ åóåßò ìÝíå�å ó�ï p

1

. ÔÝëïò, ìå�áêéíåßó�å

êáé ïé äýï ó�á �åëéêÜ óçìåßá óáò, p

2

êáé q

3

áí�ßó�ïé÷á.

3


