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¢óêçóç 1: Maximal-in-Range Ìç÷áíéóìïß êáé ÁãïñÜ ÄÝí�ñïõ Steiner

¸íáò (ðñïóåããéó�éêüò) áëãüñéèìïò A ãéá Ýíá ðñüâëçìá âåë�éó�ïðïßçóçò êáëåß�áé maximal-in-range

(MiR) áí õðïëïãßæåé ìéá âÝë�éó�ç ëýóç óå Ýíá õðïóýíïëï R �ïõ óõíüëïõ �ùí ðéèáíþí ëýóåùí O.

�éï óõãêåêñéìÝíá, áí Ý÷ïõìå Ýíá ðñüâëçìá åëá÷éó�ïðïßçóçò �ïõ êïéíùíéêïý êüó�ïõò, ëÝìå ü�é ï

A åßíáé MiR áí õðÜñ÷åé R � O �Ý�ïéï þó�å ãéá êÜèå åßóïäï v, A(v) = argmin

a2R

P

i

v

i

(a). Ç

éäÝá åßíáé ü�é �ï R ìðïñåß íá åßíáé óçìáí�éêÜ ìéêñü�åñï áðü �ï O, êáé Ý�óé ç âåë�éó�ïðïßçóç ó�ï

R ìðïñåß íá åßíáé õðïëïãéó�éêÜ åõêïëü�åñç áðü �ç âåë�éó�ïðïßçóç ó�ï O.

(á) ÄåäïìÝíïõ åíüò MiR áëãüñéèìïõ A ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ, íá âñåß�å Ýíá ó÷Þìá ðëçñùìþí ðïõ

õðïëïãßæå�áé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï êáé êÜíåé �ïí A öéëáëÞèç.

Èá åöáñìüóïõìå �þñá �çí éäÝá �ùí MiR ìç÷áíéóìþí ó�ï ðñüâëçìá �çò ÁãïñÜò åíüò ÄÝí�ñïõ

Steiner. Ó�ï ðñüâëçìá �ïõ ÄÝí�ñïõ Steiner, èåùñïýìå Ýíá ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E), ìå

èå�éêÜ êüó�ç w : E 7! R

+

ó�éò áêìÝò, êáé Ýíá õðïóýíïëï êïñõöþí R � V �éò ïðïßåò èÝëïõìå

íá óõíäÝóïõìå ìå Ýíá äÝí�ñï åëÜ÷éó�ïõ óõíïëéêïý êüó�ïõò. �éá íá åðé�ý÷ïõìå ìéêñü�åñï êüó�ïò,

ìðïñåß �ï äÝí�ñï ìáò íá ðåñéÝ÷åé êáé êïñõöÝò åê�üò R. Ó�çí ðáéãíéïèåùñç�éêÞ åêäï÷Þ �ïõ ðñïâëÞ-

ìá�ïò, ðïõ ìåëå�ïýìå åäþ, èåùñïýìå åðéðëÝïí ü�é êÜèå áêìÞ e áíÞêåé óå Ýíáí äéáöïñå�éêü ðáßê�ç,

êáé ü�é �ï áí�ßó�ïé÷ï êüó�ïò w

e

åßíáé ìõó�éêü êáé �ï ãíùñßæåé ìüíï ï êÜ�ï÷ïò �çò áêìÞò. ×ñåéÜæå�áé

áêüìç íá õðïèÝóïõìå ü�é êáìßá áêìÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò G äåí åßíáé ãÝöõñá. Áí óáò äéåõêïëýíåé,

ìðïñåß�å íá õðïèÝóå�å ü�é �ï ãñÜöçìá G åßíáé ðëÞñåò êáé ü�é �á ìÞêç �ùí áêìþí éêáíïðïéïýí �çí

�ñéãùíéêÞ áíéóü�ç�á, äçë. ãéá êÜèå x; y; z 2 V , w(x; z) � w(x; y) + w(y; z).

(â) Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí 2-ðñïóåããéó�éêü MiR ìç÷áíéóìü ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ ãéá �ï ðñüâëçìá

�çò ÁãïñÜò åíüò ÄÝí�ñïõ Steiner.

¢óêçóç 2: Bayesian Optimal Me
hanism Design

(á) ¸ó�ù �ñåéò ðáßê�åò �ùí ïðïßùí �ï valuation ãéá Ýíá áí�éêåßìåíï ðñïêýð�åé áðü �éò åîÞò ïìïéü-

ìïñöåò êá�áíïìÝò: x

1

2 [0; 3℄, x

2

2 [2; 6℄, êáé x

3

2 [8; 11℄. Íá äéá�õðùèåß ï ìç÷áíéóìüò ðïõ

ìåãéó�ïðïéåß �ï êÝñäïò �ïõ åêðëåéó�çñéáó�Þ, áí áõ�üò èÝëåé íá ðïõëÞóåé �ï áí�éêåßìåíï áíÜìåóá

(i) ó�ïõò ðáßê�åò 1 êáé 2, êáé (ii) ó�ïõò ðáßê�åò 1 êáé 3. Íá âñåß�å ãéá ðïéïõò óõíäõáóìïýò bids �ùí

äýï ðáéê�þí êåñäßæåé ï ðáßê�çò 1. Íá õðïëïãßóå�å áêüìç �çí �éìÞ ó�çí ïðïßá ï íéêç�Þò áãïñÜæåé

�ï áí�éêåßìåíï óå êÜèå ðåñßð�ùóç, ùò óõíÜ�çñçóç �ùí bids üëùí �ùí ðáéê�þí.

(â) Åñþ�çìá 3, óåë. 12, óçìåéþóåéò J. Hartline óå optimal me
hanism design (ìðïñåß�å íá âñåß�å

link óå áõ�Ýò ó�ï site �ïõ ìáèÞìá�ïò).

¢óêçóç 3: Pro
urement Au
tion with Single-Minded Bidders

¢óêçóç 11.9, óåë. 299, ÊåöÜëáéï 11, ó�ï âéâëßï Algorithmi
 Game Theory, �ùí N. Nisan, T. Rough-

garden,

�

E. Tardos, êáé V.V. Vazirani.



¢óêçóç 4: Lo
al-to-Global Truthfulness

Ó�ï prin
ipal-agent ìïí�Ýëï èåùñïýìå ü�é õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï O áðü áðï�åëÝóìá�á, êáé ü�é ï

(ìïíáäéêüò) agent Ý÷åé ìßá êñõöÞ �éìÞ ãéá êÜèå Ýíá áðü áõ�Ü. ÄçëáäÞ èåùñïýìå ü�é ï agent Ý÷åé

ìéá éäéù�éêÞ ðëçñïöïñßá x 2 R

O 1

, äçëáäÞ ç éäéù�éêÞ ðëçñïöïñßá �ïõ agent åßíáé ìéá óõíÜñ�çóç

x : O 7! R. �åíéêü�åñá ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ü�é ç éäéù�éêÞ ðëçñïöïñßá �ïõ agent áíÞêåé ó�ï

�ï ðåäßï ïñéóìïý (domain)D � R

O

�ïõ ìç÷áíéóìïý. Ï prin
ipal èÝëåé íá õëïðïéÞóåé ìéá óõíÜñ�çóç

f : D 7! O, êáé ãé' áõ�ü ñù�Üåé �ïí agent ãéá �çí éäéù�éêÞ �ïõ ðëçñïöïñßá. Áí ï agent áðáí�Þóåé y,

ï prin
ipal åðéëÝãåé �ï áðï�Ýëåóìá f(y). Ï agent äçëþíåé åêåßíç �ç óõíÜñ�çóç y ðïõ ìåãéó�ïðïéåß

�ï ðñïóùðéêü �ïõ üöåëïò, äçëáäÞ �çí ðïóü�ç�á x(f(y)). Áí ãéá êÜèå x 2 D, ï agent ðñï�éìÜ íá

äçëþóåé y = x, �ü�å ëÝìå ü�é ç óõíÜñ�çóç f , ðïõ èÝëåé íá õëïðïéÞóåé ï prin
ipal, åßíáé öéëáëÞèçò

(truthful Þ strategyproof). Áí ï prin
ipal Ý÷åé ó�çí äéÜèåóç �ïõ êáé ÷ñÞìá�á, �ü�å ìðïñåß íá åðéëÝîåé

êáé ìßá óõíÜñ�çóç ÷ñçìá�éêïý áí�áëëÜãìá�ïò p : D 7! R. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, ï agent åðéëÝãåé

íá äçëþóåé åêåßíï �ï y ðïõ ìåãéó�ïðïéåß �çí ðïóü�ç�á x(f(y)) + p(y). Áí õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç p

�Ý�ïéá þó�å ï agent íá ðñï�éìÜ íá äçëþóåé y = x, �ü�å ç f ëÝãå�áé öéëáëÞèçò ìå ÷ñÞìá�á.

ËÝìå ü�é ç óõíÜñ�çóç f éêáíïðïéåß �çí weak monotoni
ity éäéü�ç�á áí êáé ìüíï áí éó÷ýåé ü�é ãéá

êÜèå z; w 2 D, z(f(z))� z(f(w)) + w(f(w)) � w(f(z)) � 0.

(á) Íá äåßîå�å ü�é áí ìéá óõíÜñ�çóç f äåí éêáíïðïéåß �çí weak monotoni
ity, �ü�å äåí åßíáé öéëáëÞ-

èçò ìå ÷ñÞìá�á.

Èåùñïýìå, ó�ïí ÷þñï R

O

, ìéá íüñìá jj � jj ìå �éò ðáñáêÜ�ù éäéü�ç�åò:

8� 2 R ; jj�xjj = j�j � jjxjj

jjx+ yjj � jjxjj+ jjyjj

Ìå âÜóç áõ�Þ, ïñßæïõìå �çí �-ãåé�ïíéÜ åíüò óçìåßïõ x 2 D ùò N

�

(x) = fy 2 D : jjx � yjj � �g,

ãéá � > 0. ËÝìå ü�é ìéá óõíÜñ�çóç åßíáé �ïðéêÜ öéëáëÞèçò (lo
ally truthful) áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé

� > 0 êáé óõíÜñ�çóç p : D 7! R, þó�å ãéá êÜèå x 2 D, ç ðïóü�ç�á x(f(y)) + p(y), ìå y 2 N

�

(x),

íá ìåãéó�ïðïéåß�áé ó�ï y = x. ÄçëáäÞ áí ï agent äåí Ý÷åé óõìöÝñïí íá ðåé êÜðïéï ``ìéêñü'' øÝìá,

äçë. êÜðïéï øÝìá êïí�Ü ó�çí ðñáãìá�éêÞ �ïõ êá�Üó�áóç, �ü�å äåí Ý÷åé óõìöÝñïí íá ðåé êáíåíüò

åßäïõò øÝìá.

(â) Íá ïñßóå�å �çí �ïðéêÞ weak monotoni
ity éäéü�ç�á, êáé áðïäåßî�å ü�é áí ç f äåí �çí éêáíïðïéåß

�ü�å äåí åßíáé �ïðéêÜ öéëáëÞèçò.

Ó�ïí ÷þñï R

O

, ëÝìå ü�é Ýíá óýíïëï D � R

O

åßíáé êõñ�ü (
onvex) áí êáé ìüíï áí éó÷ýåé ü�é:

8x

1

; x

2

2 D; 8� 2 [0; 1℄; x

�

= �x

1

+ (1� �)x

2

2 D

Ó�ï åîÞò, èá èåùñïýìå ü�é �ï óýíïëï D åßíáé êõñ�ü.

(ã) Íá äåßî�å ü�é áí õðÜñ÷åé � > 0, �Ý�ïéï þó�å ç f íá åßíáé �ïðéêÜ weak monotone, �ü�å �ï ßäéï

éó÷ýåé êáé ãéá �

0

= 2�. Õðüäåéîç: �éá íá äåßîå�å ü�é éó÷ýåé ç weak monotoni
ity ãéá äýï óçìåßá x

0

; x

1

ðïõ áðÝ÷ïõí �ï

ðïëý 2�, ÷ñçóéìïðïéÞó�å �ï óçìåßï x

1=2

êáé �ï ãåãïíüò ü�é éó÷ýåé ç weak monotoni
ity ãéá óçìåßá ðïõ áðÝ÷ïõí áðüó�áóç

�ï ðïëý �.

(ä) Íá äåßîå�å ü�é áí �ï domainD �ïõ ìç÷áíéóìïý åßíáé êõñ�ü, �ü�å ìéá óõíÜñ�çóç f : D 7! O åßíáé

�ïðéêÜ weak monotone áí êáé ìüíï áí åßíáé weak monotone. ÅðéðëÝïí, íá äåßîå�å ü�é áí �ï óýíïëï

O �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï, �ü�å ìéá óõíÜñ�çóç f åßíáé �ïðéêÜ öéëáëÞèçò áí

êáé ìüíï áí åßíáé öéëáëÞèçò. Õðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéÞó�å �ï èåþñçìá Saks-Yu.

1

Ôï R

O

åßíáé �ï óýíïëï üëùí �ùí óõíáñ�Þóåùí áðü �ï O ó�ï R.
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¢óêçóç 5: Áò ÌïéñÜóïõìå ÄïõëåéÜ

¸÷ïõìå ìéá ìïíÜäá åñãáóßáò �çí ïðïßá ìïéñÜæïõìå óå n strategi
 agents. Èåùñïýìå ü�é êÜèå agent

i Ý÷åé single-peaked ðñï�éìÞóåéò ãéá �ïí üãêï �çò äïõëåéÜò ðïõ èá áíáëÜâåé, ìå éäåþäåò óçìåßï

v

i

2 [0; 1℄, äçë. ãéá êÜèå a; b 2 [0; 1℄, áí a < b � v

i

(Þ áí�ßó�ïé÷á, v

i

� b > a), ï agent i ðñï�éìÜ íá

áíáëÜâåé b ìïíÜäåò åñãáóßáò áí�ß ãéá a. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí ìç÷áíéóìü F , ðïõ ìå åßóïäï �á éäåþäç

óçìåßá (v

1

; : : : ; v

n

) �ùí agents, ðáñÜãåé ìéá áíÜèåóç (x

1

; : : : ; x

n

) ãéá �ï óýíïëï �çò åñãáóßáò, äçë.

ðñÝðåé x

1

+� � �+x

n

= 1. Ï ìç÷áíéóìüò óáò ðñÝðåé íá åßíáé öéëáëÞèçò (strategyproof) êáé áíþíõìïò,

äçë. íá ìçí ëáìâÜíåé õðüøç �çí �áõ�ü�ç�á �ùí ðáéê�þí.
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