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΄Εστω a, b ∈ Z, λέμε ότι ο a διαιρεί τον b και γράφουμε a|b αν ∃c ∈ Z τέτοιο
ώστε b = c · a. Αντίστοιχα, λέμε ότι ο a δεν διαιρεί τον b και γράφουμε a - b
αν @c ∈ Z τέτοιο ώστε b = c · a.

Ιδιότητες:

• a|0

• 0|a⇔ a = 0

• a|b ∧ b|c⇒ a|c

• a|b⇒ a|bc

• a|b ∧ a|c⇒ a|(b+ c)

• a|b ∧ b|a⇒ a = ±b

• a|b ∧ b > 0⇒ a ≤ b

Θεμελιώδες Θεώρημα της Αριθμητικής:

Κάθε αριθμός n ∈ Z+ μεγαλύτερος της μονάδας γράφεται με μοναδικό τρόπο

σαν γινόμενο πρώτων αριθμών.

Απόδειξη:

1. Ανάλυση σε γινόμενο πρώτων:

Για n = 2 προφανώς ισχύει.
΄Εστω ότι για κάθε φυσικό αριθμό n με n ≥ 2, υπάρχουν πρώτοι αριθμοί
p1, ..., pm έτσι ώστε n = p1...pm. Αν ο αριθμός n είναι πρώτος τότε προ-
φανώς η πρόταση ισχύει. Αν ο n είναι σύνθετος, τότε υπάρχουν a, b ∈ N
τέτοια ώστε n = a · b με 1 < a ≤ b < n. Τότε από επαγωγική υπόθεση
οι b, c γράφονται ως γινόμενο πρώτων άρα και ο n γράφεται ως γινόμενο
πρώτων.

2. Μοναδικότητα:

΄Εστω ότι υπάρχουν δύο διαφορετικές γραφές για τον n, έστω δηλαδή
n = p1...pk = q1...ql, με k ≤ l. Το p1 διαιρεί το n επομένως, p1|q1...ql και
άρα p1|qj για κάποιο δείκτη j. Και επειδή ο qj είναι πρώτος προκύπτει
πως p1 = qj. Με την ίδια διαδικάσία βρίσκουμε πως κάθε πρώτος pi της
πρώτης γραφής ταυτίζεται με κάποιον qj της δεύτερης γραφής, επομένως
οι δύο γραφές ταυτίζονται.
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Θεώρημα ακέραιης διαίρεσης:

Για κάθε a, b ∈ Z με b 6= 0 υπάρχουν μοναδικά q, r τέτοια ώστε a = q · b+ r

Θεώρημα :

Ο Μ.Κ.Δ. δύο αριθμών μπορεί να γραφεί σαν γραμμικός συνδυασμός τους.

Δηλαδή, έστω a, b ∈ Z και d = gcd(a, b) τότε υπάρχουν μοναδικά κ, λ ∈ Z
τέτοια ώστε d = κa + λb. Ισοδύναμα, αν το d είναι ο ελάχιστος μη αρνητικός
αριθμός για τον οποίο d = κa+ λb τότε d = gcd(a, b).

Απόδειξη:

΄Εστω I = {xa+ yb|x, y ∈ Z} και d = min({t ∈ I|t > 0})

• d|a και d|b
απόδειξη:

΄Εστω d - a τότε a = qd+ r με 0 < r < d
αλλά r = a− qd = a− qκa− qλb ∈ I άτοπο.
΄Ομοια και για d|b.

• είναι ο μέγιστος
΄Εστω ότι υπάρχει d′ τέτοιο ώστε d′|a και d′|b.
Τότε θα ισχύουν a = a′d′ και b = b′d′.
Επομένως, d = (κa′ + λb′)d′ ⇒ d′ ≤ d άτοπο.

Θεώρημα :

Αν c|ab ∧ gcd(c, a) = 1 τότε c|b

Απόδειξη:

gcd(c, a) = 1 ⇒ ∃s, t ∈ Z τέτοια ώστε as + ct = 1. Πολλαπλασιάζοντας
και τα δύο μέλη της ισότητας με b παίρνουμε abs + bct = b. Αλλά c|ab ε-
πομένως ab = λc άρα αντικαθιστώντας στην προηγούμενη εξίσωση παίρνουμε
sλct+ tbc = b⇒ (sλt+ tb)c = b⇒ c|b

Θεώρημα :

Αν p πρώτος αριθμός και p|ab τότε (p|a) ∨ (p|b)

Απόδειξη:

Θα ισχύει gcd(p, a) = 1 ή gcd(p, a) = p
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Αν gcd(p, a) = p τότε (p|a)
Αν gcd(p, a) = 1 τότε (p|a) σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα.

Θεώρημα :

Εάν gcd(a, n) = 1 τότε υπάρχει a−1 τέτοιο ώστε a · a−1(modn) = 1

Απόδειξη:

gcd(a, n) = 1⇒ 1 = κa+ λn⇒ 1 = κa (modn)⇒ κ = a−1

3


