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΄Ασκηση 1

΄Εστω p πρώτος και g γεννήτορας του Z∗p.

1. Αν δίνεται ότι d|p − 1, να βρείτε (με αποδοτικό τρόπο) b ∈ Z∗p τέτοιο
ώστε ord(b) = d.

2. Πόσα στοιχεία τάξης d υπάρχουν μέσα στο Z∗p;

Λύση

1. Για το Z∗p = {1, 2, . . . , 12} ένας γεννήτορας είναι το g = 2. 1

Γενικεύοντας αυτό το γεγονός, το στοιχείο που ψάχνουμε είναι το b ≡ g
p−1
d .

Αν είχαμε d′ < d τ.ω. bd
′ ≡p 1⇒ gd

′(p−1)/d ≡p 1⇒ ord(g) < p− 1 ΄Ατοπο!

2. Η τάξη του gt, ord(gt) = lcm(t,p−1)
t

Θυμηθείτε ότι ab = gcd(a, b) · lcm(a, b) ⇒ a
gcd(a,b) = lcm(a,b)

b , άρα ord(gt) =
lcm(t,p−1)

t = p−1
gcd(t,p−1)

Για να είναι ένα στοιχείο gt τάξης d, πρέπει d = p−1
gcd(t,p−1) (αν και μόνο αν), ⇒

gcd(t, p− 1) =
p− 1

d

Αυτό σημαίνει ότι
p−1
d |t και ότι είναι ο ΜΚΔ του t και του p− 1 (εξ΄ ορισμού).

΄Εστω c ∈ Z∗p, ord(c) = d, και c = gt. Τότε (από τα παραπάνω), το t εί-
ναι πολλαπλάσιο του (p− 1)/d.

1Z∗p = {2 ≡13 21, 4, 8 ≡13 23, 3 ≡13 24, 6 ≡13 25, 12 ≡13 26, 11 ≡13 27, 9 ≡13 28, 5 ≡13

29, 10 ≡13 210, 7 ≡13 211, 1 ≡13 212}
(23)4 ≡ 1(mod13)
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΄Αρα, ∃λ ∈ N : c ≡ gλ·
p−1
d ≡ bλ mod p ⇒ c ∈< b >p (= {8, 12, 5, 1}) (δλδ

στην υποομάδα που παράγεται από το b). ΄Αρα, το πλήθος των στοιχείων τάξης
d είναι το πολύ d:

#(elements of Z∗p of order d) ≤ d− 1

Στο Z∗p, πόσα στοιχεία είναι τάξης p− 1; Οι αριθμοί που είναι σχετικά πρώτοι

με το p− 1, δηλαδή φ(p− 1). Τότε, ord(bt) = lcm(t,d)
t = d

gcd(t,d) . ΄Αρα,

#(elements of Z∗p of order d) = φ(d)

΄Ασκηση 2

Θέλουμε ένα σύστημα συνεργατικής υπογραφής: χρειάζονται δύο για να παρα-

χθεί η υπογραφή (συνυπογράφοντες), με σχήμα παρόμοιο με αυτό του RSA:
sig(m) ≡ md mod n
ver(m, s) ≡ 1⇔ se mod n = m
, όπου d το ιδιωτικό κλειδί, και (e, n) το δημόσιο.

1. Τι μπορεί να κάνει μια έμπιστη αρχή ώστε να δημιουργείται η ίδια υπο-

γραφή με το παραπάνω σύστημα, αλλά μόνο με συνεργασία των δύο;

Λύση

1. Η έμπιστη αρχή (εφεξής Τ.Α.) υπολογίζει d1 + d2 = d στέλνει στον Α
το d1 και στον Β το d2. Τότε, ο Α υπολογίζει το c1 ≡ md1 mod n, ο Β το
c2 ≡ md2 mod n, και η Τ.Α.: c = c1c2 ≡ md1+d2 mod n = md mod n.
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