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΢ςνάπηηζη Πολςπλοκόηηηαρ

Μηα ζπλάξηεζε f:NN ζεωξείηαη θαηάιιειε ζπλάξηεζε πνιππινθόηεηαο, αλ είλαη 

αύμνπζα θαη ηζρύεη :

•Υπάξρεη κηα k-strings (ή k ηαηληώλ) ΤΜ Μ=(Κ,Σ,δ,s) κε input x κεγέζνπο n θαη 

output:

(s,  ,x,  , ,…,  , )  Mt (h,x, ,□j2,…, ,□jk-1, ,Пf(x) ):

t=O(n+f(n)) θαη ji=O(f(x) γηα i=2,…,k-1

Δει. ε Μ ηεξκαηίδεη ζε O(x+f(x) steps θαη ρξεζηκνπνηεί O(f(x)) space

Μοπθέρ ζςνάπηηζηρ

f(n)=c, f(n)=n, f(n)=logn …



Βαζικέρ Κλάζειρ Πολςπλοκόηηηαρ

 P= k>0TIME(nk)

 NP= k>0 NTIME(nk)

 PSPACE= k>0 SPACE(nk)

 NPSPACE= k>0 NSPACE(nk)

 EXP= k>0 TIME(2n) k

 L= SPACE(logn)

NL= NSPACE(logn)



Λήμμα 1:  H  TIME((f(n))3)

H = { M;x : M απνδέρεηαη γηα input x κεηά από ην πνιύ f(x) steps }

Έζηω U κηα ΤΜ κε 4 strings πνπ απνθαζίδεη ηελ H ζε ρξόλν (f(n))3 πνπ ιεηηνπξγεί ωο 

εμήο:

1ο ΢ηάδιο:

• Αξρηθνπνηεί ην 4ο str. κε έλα “alarm clock” Пf(x) πνπ ρξεζηκ. ζηελ πξνζνκ. ηεο Μ(ε νπνία  

ιεηηνπξγεί ζε ρξόλν O((f x))

•Αληηγξάθεη ηελ πεξηγξαθή ηεο Μ ζην 3ο str.

•Μεηαηξέπεη ην x ζηελ θωδηθνπνίεζε x ζην 1o str.

•Αξρηθνπνηεί ην 2o str. κε ηελ θωδηθνπνίεζε ηεο αξρηθήο θαηάζηαζεο s

•Ειέγρεη αλ ε πεξηγξαθή ηεο Μ είλαη κηα γλήζηα ΣΜ θαη αποδέτεηαι αλ είλαη, αιιηώο 

απορρίπηει 

Απηό απαηηεί γξακκηθό ρξόλν, ρξεζηκ. ην 4ν θαη ην 1ν str., ν ζπλνιηθόο ρξόλνο είλαη 

O((fx) + n) = O(f(n))

2ο Σηάδιο:

•Πξνζνκνηώλεη ηε Μ γηα input x ζην 1o str. (όπνπ βξίζθνληαη όιεο νη θωδηθνπνηήζεηο ηωλ 

πεξηερνκέλωλ ηωλ strings ηεο Μ), κε δύν scans ζην 1ν str. ηεο U



 Σο 1ο scan:

Η U ζπιιέγεη όιεο ηηο ζρεηηθέο πιεξνθνξίεο κε ηα ζύκβνια ηεο Μ θαη ηηο γξάθεη ζην 2ν 

str. πνπ πεξηέρεη θαη ηελ ηξέρνπζα θαηάζηαζε

΢πζρεηίδεη ηα πεξηερόκελα 2νπ θαη 3νπ str.(πεξηγξαθή ηεο Μ) γηα λα βξεη ηελ θαηάιιειε 

κεηάβαζε ηεο Μ

 Σο 2ο scan:

Η U εθηειεί ηηο θαηάιιειεο αιιαγέο ζην 1ν str. θαη πξνρωξάεη θαηά 1 ζην “alarm 

clock”

-΢πλνιηθόο ρξόλνο πξνζνκνίωζεο O(f2 (n)) θαη γηα ηα δύν scans

-Η U γηα είζνδν <Μ;x>

Απνδέρεηαη : αλ ε Μ απνδέρεηαη γηα είζνδν x ζε f(x) steps

Απνξξίπηεη: αλ ε Μ απνξξίπηεη γηα είζνδν x ή αλ ην “alarm clock” μεπεξαζηεί

Επομένως: ε U πάληα ηερμαηίζει θαη ν ζσνολικός τρόνος (από 1ν ζηάδην O(f(n)) θαη από 2ν 

ζηάδην O(f2(n))) ζα είλαη O(f(n)3).



Λήμμα 2: H  TIME(fn/2)

M απνθαζίδεη Η ζε ρξόλν f(n/2)

Καηαζθεπάδω κεραλή D (Μ):

Απνδέρεηαη αλ ε M (<M;<M>)=„no‟

Απνξξίπηεη αλ ε M (<M;<M>)= „yes‟

ε D   γηα είζνδν <Μ> εθηειείηαη 

θαη Μ (M;<M>) εθηειείηαη επίζεο ζε ρξόλν f(2n+1/2)=f(n)

Αλ D (<D>)=„yes‟ ηόηε M (D;<D>)=„no‟   D(<D>)  H

Άξα ε D αποησταίνει να αποδετηεί ηην <D>, δει. ηελ πεξηγξαθή ηεο ζε f(n) steps,

θαη επνκέλωο D(<D>)=„no‟

Αλ D(<D>)=„no‟  D (D)=„yes‟

Δει. θαη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο ε D έρεη ηηκή ανηίθεηη ηοσ εασηού ηης, πξάγκα 

άηοπο θαη επνκέλωο δελ κπνξεί λα ηζρύεη ε ππόζεζε: H  TIME(fn/2)



΢ςμπεπάζμαηα από ηα ζσεηικά Λήμμαηα

1) H  TIME((f(n))3)

2) H TIME(f( (n/2  )

Σπγθξίλνληαο ηα ζπκπεξάζκαηα πξνθύπηνπλ:

1) The Time Hierarchy Theorem: Αλ f(n)  n , ηόηε ζα ηζρύεη:

TIME(f(n))  TIME((f(2n+1))3)

Σεκαληηθό ραξαθηεξηζηηθό: ε f(2n+1))3 είλαη έλα πνιπώλπκν, νπνηεδήπνηε ε f(n) 

είλαη πνιπώλπκν. Από απηό πξνθύπηεη: P  EXP

Απόδειξη:

Κάζε πνιπώλπκν ζα γίλεηαη κηθξόηεξν ηνπ 2n 

P  TIME(2n)  θαη P  EXP -Γηα λα απνδείμνπκε γλήζην εγθιεηζκό:

Αιιά      TIME(2n)  TIME((22n+1)3)  TIME(2(n)2)  EXP από ην ζεώξεκα

Καη επεηδή P  TIME(2n)  P  EXP



2) The Space Hierarchy Theorem: Αλ f(n) κηα θαηάιιειε ζπλάξηεζε, ηόηε 

ηζρύεη:

SPACE(f(n))  SPACE(f(n)logf(n))

Απνδεηθλύεηαη κε παξόκνην ηξόπν κε ην πξνεγνύκελν



Θεώρημα Gap 

Υπάξρεη κία αλαδξνκηθή ζπλάξηεζε f(n) :N  N, ηέηνηα ώζηε λα ηζρύεη

TIME(f(n)) = TIME(2f(n)). Αλ f(n) δελ είλαη θαηάιιειε, απξόβιεπηα 

απνηειέζκαηα.

Απόδειξη:

 Οξίδνπκε ηελ f κε ηέηνην ηξόπν ώζηε θακία ΤΜ, input length n, λα κελ ηεξκαηίδεη κε 

αξηζκό βεκάηωλ κεηαμύ f(n) θαη 2f(n)

Έζηω όιεο ΤΜ Μ0,…,Μi, νξίδνληαη κε ην παξαπάλω ραξαθηεξηζηηθό ή δελ 

ηεξκαηίδνπλ πνηέ. Αθόκα θαη έηζη κπνξνύλ λα απνθαζηζηνύλ αλ πξνζνκνηωζνύλ 

γηα αξ. βεκάηωλ πάλω από 2k+1. Φαξαθηεξηζηηθό P(i,k) : γηα input length I, halts in 

fewer k steps or after than 2k steps.

K1=2i,  j=2,3,… ,kj =2kj-1 +1, νξίδνπκε f(i), i  0 , αλ P(i,kj) false ηόηε πξέπεη λα 

ππάξρεη έλαο αθέξαηνο l ≤ N(i) έηζη ώζηε P(i,kl ) true. Η f(i) : f(i)=kl

 Έζηω ηώξα κηα L  TIME(2f(n) ), απνθαζίζηκε από Mj, in time 2f(n) , ηόηε:

 γηα input x , x  j, ηόηε Mj αδύλαηνλ λα ηεξκαηίδεη αλάκεζα ζε f(x ) θαη 2f(x) steps,

ιόγω θαηαζθεπήο ηεο Mj θαη ηωλ ηηκώλ ηεο n  j

 γηα input x, x < j, δελ μέξνπκε πόηε ηεξκαηίδεη ε Mj, αιιά κπνξνύκε λα 

ηξνπνπνηήζνπκε ηελ Mj ζηελ Mj‟, επαπμάλνληαο ηηο θαηαζηάζεηο ηεο ώζηε λα 

απνθαζίδεη γηα όια ηα input in time < 2i. Απηό νδεγεί ζην όηη ε L  TIME(f(n))

Από ηα παξαπάλω πξνθύπηεη: TIME(f(n)) = TIME(2f(n) )



Θεωρήμαηα Ιεραρτίας

 Πωο νη θιάζεηο ηνπ ίδηνπ είδνπο (DTM time & DTM space) 
ζπζρεηίδνληαη κεηαμύ ηνπο, όηαλ κεηαβάιιεηαη ε ζπλάξηεζε 
πνιππινθόηεηαο

 Σα ίδηα απνηειέζκαηα ηζρύνπλ θαη γηα NDT classes αιιά 
απνδεηθλύνληαη πην δύζθνια

 Πην ελδηαθέξνλ όκωο ε ζρέζε κεηαμύ δηαθνξεηηθώλ θιάζεωλ (όπωο 
P ελαληίνλ NP)

Ση ηζρύεη:

1) SPACE(f(n)  NSPACE(f(n) και TIME(f(n)  NTIME(f(n)

Επεηδή: Κάζε DTM TM είλαη επίζεο NDT (κε κηα επηινγή γηα θάζε 
βήκα) θαη έηζη θάζε γιώζζα ζην SPACE(f(n) είλαη θαη ζην 
NSPACE(f(n). Παξόκνηα γηα TIME(f(n) θαη NTIME(f(n)



2)      NTIME(f(n))  SPACE(f(n))

Απόδειξη:

-Έζηω L  NTIME(f(n)), ππάξρεη NDT TM decides L in time f(n). Θα ζρεδηάζνπκε DTM 

M‟ decides L in space f(n).

Μ‟ δεκηνπξγεί ηηο ND choices ηεο Μ, (0…d-1) choices, d=max numb γηα θάζε 

(state,symbol) ζπλδπαζκό ηεο Μ

Μ‟ πξνζνκνηώλεη ιεηηνπξγία ηεο Μ ζε space f(n) (ζε time f(n) κόλν O(f(n)) ραξαθηήξεο 

γξάθνληαη)

Μ‟ δεκηνπξγεί εθζεηηθά πνιιέο πξνζνκνηώζεηο γηα λα βξεη πνηα απνδέρεηαη θαη ηηο 

εθηειεί κία πξνο κία (erase previous-reuse space)

Μ‟ ίρλνο αθνινπζίαο ηξερ.πξνζνκνηώζεωλ + δεκηνπξγία λέαο = space O(f(n))



3) NSPACE(f(n))  TIME(klogn+f(n))

Απόδειξη: Reachability Method for simulating space-bounded machines

 Έζηω k_string NDT M, (input,output), decides L in space f(n)

 Κάζε  configuration έλα ζηηγκηόηππν ελόο ππνινγηζκνύ ηεο Μ γηα input x:

(q,i,w2,u2,…wk-1,uk-1), πιήζνο 2k-2, state+head positions γηα ηα k strings, 

0 ≤ I ≤ n=x position first cursor on input string(x)

 Σύλνιν configurations: K επηινγέο(state), n+1 επηινγέο(i), Σ(2k-2)f(n)

επηινγέο(όια ηα ελαπνκείλαληα strings)  nc1
f(n) =c1

logn+f(n)

 Οξίδνπκε G(M,x), θόκβνη=configurations θαη θάζε αθκή κεηαμύ 2 configurations C1 

θαη C2

αλλ C1 Μ C2, θαη xL αλλ path C0=(s,0, , ,...,)  C=(„yes‟,I,…)

 Δει. έρνπκε αλαγάγεη ην πξόβιεκα απόθαζεο αλ xL, ζε πξόβιεκα 

REACHABILITY ελόο γξάθνπ κε c1
logn+f(n) θόκβνπο, πνπ έρεη αιγόξηζκν 

πνιπωλπκηθό (κε bound c=c2n
2)  clogn+f(n)

 Δύν ηξόπνη πινπνίεζεο αιγόξηζκνπ:

1) Adjacency matrix γξάθνπ G(M,x) θαη εθηειείηαη ν αιγόξηζκνο

2) Απνθαζίδεη αλ (C,C‟) αθκή ηνπ G(M,x) αλ C‟ παξάγεηαη από C



 P  NP αιιά NP  PSPACE θαη L  NL  P 

L  NL  P  NP  PSPACE

Από (3) άκεζα ζπλάγεηαη:

NSPACE(f(n))  SPACE(klogn+f(n))

Από ηελ πξνζνκνίωζε NDT space, από εθζεηηθό DT space, είλαη ην θαιύηεξν 

απνηέιεζκα;

Θα απνδείμνπκε όηη ε πξνζνκνίωζε DT space κπνξεί λα είλαη ηεηξαγωληθή:

 ρξήζε REACHABILITY method(middle first search), επεηδή breadth first & depth first:

space n

Θεώξεκα Savitch: REACHABILITY SPACE(log2)

 Σπλέπεηα ζεωξήκαηνο Savitch: NSPACE(f(n))  SPACE(f2(n)), όηαλ f(n)  logn



Θεώρημα Savitch: REACHABILITY SPACE(log2n)

G graph, n nodes, PATH(x,y,i) ηζρύεη αλ  path (x,y) length 2i, θαη εθόζνλ any path in G 

κπνξεί λα είλαη ηο πολύ n  PATH(x,y,  logn  )

Σρεδηάδνπκε Μ, 2 working strings θαη 1 input, decides PATH(x,y,i)

•Adjacency matrix ηνπ G δίλεηαη ζην input str.

•Πξώην work. Str. πεξηέρεη δηάθνξεο ηξηάδεο (x,y,i) θαη ην δεύηεξν scratch space

•work str: O(logn) ρώξνπ

 Μ απνθαζίδεη γηα PATH(x,y,i):

Αλ i=0,  20=1  x=y  ή x,y adjacent at the input

Αλ i 1, ππνινγίδω PATH(x,y,i) από αιγόξηζκν:

for all nodes z test whether PATH(x,z,i-1) and PATH(z,y,i-1)

Κάζε κνλνπάηη 2i από x ζην y έρεη έλα Z midpoint, x θαη y ην πνιύ 2i-1 από z

Generate all z, reuse space, add new (x,z,i-1) to frst str, recursively

Negative answer P(x,z,i-1), erase this, move next z

Positive answer P(x,z,i-1), erase this, write (z,y,i-1)

Negative P(z,y,i-1), erase this, move next z

Positive P(z,y,i-1) compare with P(x,y,i) 2nd recursive call 



επηζηξέθεη positive answer ζην PATH(x,y,i)

Τν work str. πεξηέρεη  logn  ηξηάδεο θαη θάζε κηα κεγέζνπο ην πνιύ 3logn. Άξα ε κεραλή 

ιεηηνπξγεί ζε ρώξν O(log2n).

Τώξα ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ζεώξεκα ηνπ Savitch γηα λα απνδείμνπκε:

NSPACE(f(n))  SPACE(f2(n)) , όηαν f(n)  logn

Απόδειξη:

Πξνζνκνηώλνπκε NDT f(n)-space bounded M, input x, x=n

Τξέρνπκε ηνλ πξνεγνύκελν αιγόξηζκν ζε έλα configuration fraph G ηεο M κε input 

x

Ειέγρεη αλ 2 θόκβνη ζπλδένληαη, εμεηάδνληαο ην input θαη transition function ηεο Μ

Επεηδή f(n)  logn, ν G έρεη cf(n) θόκβνπο, επνκέλωο ρξεηάδεηαη O(f2(n)) space

Επεηδή όκωο ην ηεηξάγωλν ηνπ πνιπωλύκνπ είλαη επίζεο πνιπώλπκν

 PSPACE = NPSPACE



Θεώπημα Immerman-Szelepscènyi: G graph θαη έλαο θόκβνο x, ν αξηζκόο ηωλ 

θόκβωλ    πνπ πξνζπειάδνληαη από ην x, κπνξεί λα ππνινγηζηεί από NDT M ζε 

space logn

Πεπιγπαθή αλγόπιθμος πος εκηελεί η Μ:

1)Υπνινγίδνπκε S(1),  S(2),..., S(n1), όπνπ S(k) set nodes of G, reached from x in 

path ≤ k

S(0)=1;

For k:=1,2,...,n-1 do: from S(k-1);

2)Εμεηάδεη θόκβνπο κε αξηζκεηηθή ζεηξά, reusing space, αλ αλήθνπλ ζην S(k):

l:=0;

for u:=1,2,…,n do: then l:=l+1;

3)Πωο απνθαζίδεη αλ u  S(k) : 

m:=0; reply:=false;

for v:=1,2,…,n repeat:

then m:=m+1;

if G(v,u) then reply:=true;

if in the end m< S(k-1) then “no” (give up) else return reply;

compute S(k)

if u  S(k)

if v  S(k-1)

4)



4)Πωο απνθαζίδεη αλ v  S(k-1): ND μεθηλά από x θαη καληεύεη k-1nodes

w0:=x;

for i:=1,...,k-1

guess a node wi ;

if G(wi-1, wi) then reply:=true

else give up;

end_for;

if wk-1 = v then                                  else give up;

Ο αιγόξηζκνο θάζε θνξά επαλαρξεζηκνπνηεί ην ρώξν θαη πινπνηείηαη από Μ  logn

space-bounded

•1ν string: variables k, S(k-1), l, u, m, v, p, wp, wp-1 

•2o string: input

•3o string: output

Όινη νη αθέξαηνη απμάλνληαη θαηά 1, ζπγθξίλνληαη κεηαμύ ηνπο θαη κε nodes in input. 

Όινη είλαη bounded n  logn space

report v  S(k-1)



Θα δείμνπκε όηη ν αιγόξηζκνο είλαη ζωζηόο, δει. όηη ζωζηά ππνινγίδεη ην 

S(k), κε επαγωγή:

1) Γηα k=0 ηζρύεη

2) Υπνζέηνπκε όηη ππνινγίδεη ζωζηά ην S(k-1)

3) Θα απνδείμνπκε όηη ην ίδην ηζρύεη θαη γηα ην S(k). Αξθεί λα δείμνπκε όηη 

απνθαζίδεη ζωζηά αλ u  S(k) ζε όια ηα ππνινγηζηηθά κνλνπάηηα, πνπ 

επηζηξέθνπλ απνηέιεζκα

 Έζηω όηη u  S(k) θαη v ε πξνηειεπηαία θνξπθή ζε κνλνπάηη κήθνπο k από 

ηε x ζηε u

i) Ένα ηοςλάσιζηον ππνινγηζηηθό κνλνπάηη ζα ζρεκαηίζεη ην κνλνπάηη 

k-1 από ηε x  ζηε v θαη ζα δηαπηζηώζεη όηη u  S(k), επηζηξέθεη reply=true, 

θαη ηόηε κόλν l:=l+1

ii) Κάθε ςπολογιζηικό κνλνπάηη πνπ ζα έρεη απνηύρεη λα ζρεκαηίζεη 

έλα κνλνπάηη k-1 από ηε x  ζηε v θαη ζα έρεη βξεη ηηκή m < S(k-1), 

επηζηξέθεη reply=false, θαη give up 

Από i) θαη ii) πξνθύπηεη όηη ππάξρεη κνλνπάηη κήθνπο k από ηε x ζηε u θαη 

άξα απνθαζίδεη ζωζηά όηη u  S(k) θαη επνκέλωο ππνινγίδεη ζωζηά ην 

S(k)

 Αλ αληίζεηα u  S(k)  θακία αθνινπζία κε ληεηεξκηληζηηθώλ επηινγώλ δελ 

κπνξεί λα νδεγήζεη ζην ζπκπέξαζκα όηη u  S(k)



Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην ζεώξεκα γηα λα απνδείμνπκε όηη αλ f  logn κηα 

θαηάιιειε ζπλάξηεζε πνιππινθόηεηαο, ηόηε NSPACE(f(n)) = coNSPACE(f(n))

Απόδειξη:

Έζηω L  NSPACE(f(n)), απνθαζίδεηαη από NDT M πνπ είλαη space-bounded f(n). Θα 

δείμνπκε όηη ππάξρεη κηα f(n) space-bounded NDT ¬M, πνπ απνθαζίδεη ηε ¬ L.

Γηα input x ε ¬Μ εθηειεί ηνλ αιγόξηζκν ζην configuration graph ηεο Μ 

Ο αιγόξηζκνο απνθαζίδεη αλ 2 configurations ζπλδένληαη θαη ε ¬Μ απνθαζίδεη κε 

βάζε ην x θαη ηελ transition function ηεο Μ:

 ¬Μ απνξξίπηεη αλ  βξεη κία accepting configuration u  S(k),   k

 ¬Μ απνδέρεηαη αλ ππνινγίδεη ην  S(n-1) θαη δε βξεη θακία accepting 

configuration



Θ.ΙΕΡ.ΧΡ: TIME(f(n))  TIME(f(2n+1)3 ) 1΄)L NL (από 2)

Θ.ΙΕΡ.ΧΩΡ: SPACE(f(n)) SPACE(f(n)logf(n)) 2΄)NL  P (από 7 )

1) TIME(f(n)) NTIME (f(n)) 3΄)P  NP (από 1)

2) SPACE (f(n))  NSPACE (f(n)) 4΄)NP  PSPACE (από 5)

3) TIME(f(n)) = coTIME(f(n)) 5΄)PSPACE =NPSPACE (από 8)

4) SPACE (f(n)) = coSPACE (f(n)) 6΄)L  NL  P  NP  PSPACE=NPSPACE

5) NTIME(f(n))  SPACE (f(n)) 7΄)PSPACE  EXP (από 8)

7) NSPACE (f(n))  TIME(klogn+f(n) ) 8΄)P = coP (από 3)

8) NSPACE (f(n))  SPACE (f2(n)) , f(n) ≥logn, 

Savitch

9΄)PSPACE = coPSPACE (από 4)

9) NSPACE (f(n)) = coNSPACE (f(n)), 

f(n) ≥logn, Immerman-Szelepscènyi

10΄)NPSPACE = coNPSPACE (από 9)

10) NTIME(f(n)) ? coNTIME(f(n)), Αλνηθηό 

πξόβιεκα

11΄)NL = coNL (από 9)

12΄)P  EXP (από Θ.ΙΕΡ.ΥΡ.)

13΄)NL  PSPACE (από Θ.ΙΕΡ.ΥΧΡ. + 8)



ΙΕΡΑΡΧΙΑ ΚΛΑ΢ΕΩΝ


