
ÊåöÜëáéï 1Õðïëïãéóéìü�ç�á (Computability)
1.1 Éó�ïñßá - ÅéóáãùãÞÇ Óõëëïãéó�éêÞ �ïõ Áñéó�ï�Ýëç áðï�Ýëåóå �çí ðñþ�ç ðñïóðÜèåéá èåìå-ëßùóçò �çò ëïãéêÞò êáé �ùí ìáèçìá�éêþí. Ï Leibni(t)z ðñü�åéíå �ï åîÞòðñüãñáììá:1. Íá äçìéïõñãçèåß ìéá �õðéêÞ ãëþóóá (formal language), ìå �çí ïðïßá íáìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå üëåò �éò ìáèçìá�éêÝò Ýííïéåò êáé ðñï�Üóåéò.2. Íá äçìéïõñãçèåß ìéá ìáèçìá�éêÞ èåùñßá (äçëáäÞ Ýíá óýíïëï áðü áîéþ-ìá�á êáé óõìðåñáóìá�éêïýò êáíüíåò óõíåðáãùãÞò), ìå �çí ïðïßá íáìðïñïýìå íá áðïäåéêíýïõìå üëåò �éò ïñèÝò ìáèçìá�éêÝò ðñï�Üóåéò.3. Íá áðïäåé÷èåß ü�é áõ�Þ ç èåùñßá åßíáé óõíåðÞò (
onsistent), (äçëáäÞ ü�éç ðñü�áóç \Á êáé ü÷é Á" (A ∧ ¬A) äåí åßíáé äõíá�üí íá áðïäåé÷èåß ó'áõ�Þ �ç èåùñßá).Ç ðñáãìÜ�ùóç áõ�ïý �ïõ ðñïãñÜììá�ïò Üñ÷éóå ðïëý áñãü�åñá, ðñïò �ï�Ýëïò �ïõ 19ïõ áéþíá. �ïëëïß åðéó�Þìïíåò áó÷ïëÞèçêáí ìå �ïí ïñéóìü �çòåíéáßáò ãëþóóáò �çò ìáèçìá�éêÞò (Þ óõìâïëéêÞò) ëïãéêÞò (Boole, Frege, ê.á).¢ëëïé áó÷ïëÞèçêáí ìå �ïí ïñéóìü �çò åíéáßáò èåùñßáò �ùí óõíüëùí (Cantor,ê.á.) êáé Üëëïé ìå �çí ðáñáãùãÞ (derivation) üëùí �ùí áëçèþí ìáèçìá�éêþíðñï�Üóåùí ìå ÷ñÞóç �çò Óõíïëïèåùñßáò (Russel, Whitehead, ê.á.).Ó�çí áñ÷Þ áõ�ïý �ïõ áéþíá ï Hilbert âÜëèçêå íá ðñáãìá�ïðïéÞóåé �ï3ï ìÝñïò �ïõ ðñïãñÜììá�ïò �ïõ Leibni(t)z, äçëáäÞ íá âñåé Ýíáí áëãüñéèìïðïõ íá áðïêñßíå�áé (de
ides) ãéá �çí ïñèü�ç�á êÜèå ìáèçìá�éêÞò ðñü�áóçò.ÔåëéêÜ, üìùò, �ï 1931 ï G�odel áðÝäåéîå ü�é:

• Äåí õðÜñ÷åé �Ý�ïéïò áëãüñéèìïò.2
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• Åßíáé áäýíá�ïí íá áðïäåé÷èåß ç óõíÝðåéá �çò Óõíïëïèåùñßáò.
• ÅðéðëÝïí, ïðïéáäÞðï�å (äçëáäÞ ü÷é ìüíï ç Óõíïëïèåùñßá) áîéùìá�éêÞèåùñßá �ùí Ìáèçìá�éêþí, ðïõ ðåñéëáìâÜíåé �ïõëÜ÷éó�ïí �çí Áñéèìï-èåùñßá, èá ðåñéëáìâÜíåé êáé ìç áðïêñßóéìåò (unde
idable) ðñï�Üóåéò.
• Êùäéêïðïéþí�áò ðñï�Üóåéò ìå öõóéêïýò áñéèìïýò (áõ�Þ ç êùäéêïðïßçóçëÝãå�áé óÞìåñá \�êåí�åëïðïßçóç": G�odelization) ìðüñåóå íá ðáñïõóéÜ-óåé ìéá óõãêåêñéìÝíç ðñü�áóç ðïõ åßíáé ìç áðïêñßóéìç.Ôï áðï�Ýëåóìá áõ�ü �ïõ G�odel Þ�áí ç áé�ßá ìéáò óçìáí�éêÞò êñßóçò ó�áêëáóóéêÜ ìáèçìá�éêÜ, ìá óõã÷ñüíùò êáé ç áðáñ÷Þ �ùí ìïí�Ýñíùí äõíáìéêþíìáèçìá�éêþí. Ôï êåí�ñéêü åñþ�çìá äåí åßíáé ðéá áðëÜ áí ìéá ðñü�áóç åßíáéáëçèÞò ç øåõäÞò, áëëÜ áí åßíáé \áðïêñßóéìç Þ ìç áðïêñßóéìç", äçëáäÞ áí åßíáé\õðïëïãßóéìç (
omputable) Þ ü÷é". Áõ�ü áêñéâþò åßíáé êáé �ï áí�éêåßìåíï�çò Èåùñßáò �çò Õðïëïãéóéìü�ç�áò (
omputability). Áí äïèåß ü�é ìéáóõíÜñ�çóç f åßíáé õðïëïãßóéìç, ðïéï åßíáé �ï êüó�ïò Þ �á áãáèÜ (resour
es)ðïõ ÷ñåéÜæïí�áé ãéá íá õðïëïãßóïõìå �çí f ; Áõ�ü åßíáé �ï âáóéêü åñþ�çìá�çò Èåùñßáò �çò �ïëõðëïêü�ç�áò (
omplexity)1.ÄéÜöïñïé åðéó�Þìïíåò (Turing, Chur
h, Kleene, Post, Markov, ê.á.) âÜëèç-êáí íá îåêáèáñßóïõí �éò Ýííïéåò: õðïëïãßóéìï Þ åðéëýóéìï (solvable) ìå áëãü-ñéèìï, õðïëïãßóéìç óõíÜñ�çóç êáé áðïêñßóéìï ðñüâëçìá. Êá�Ýëçîáí, ëïéðüí,óå äéáöïñå�éêÜ õðïëïãéó�éêÜ ìïí�Ýëá, �á ïðïßá üìùò áðïäåß÷èçêáí üëá éóï-äýíáìá ìå�áîý �ïõò.Ç ðåñßöçìç ÈÝóç (thesis) Chur
h-Turing ëÝåé ëïéðüí áðëïõó�åõìÝíá:\¼ëá �á ãíùó�Ü êáé �á \Üãíùó�á" ìïí�Ýëá �çò Ýííïéáò \õðïëïãßóéìïò" åß-íáé ìç÷áíéó�éêÜ éóïäýíáìá (e�e
tively equivalent)". ÄçëáäÞ äïèÝí�ïò åíüòáëãïñßèìïõ óå Ýíá ìïí�Ýëï ãéá ìéá óõãêåêñéìÝíç óõíÜñ�çóç f , ìðïñïýìåìç÷áíéó�éêÜ (ìå �ç âïÞèåéá ìç÷áíÞò) íá êá�áóêåõÜóïõìå áëãüñéèìï óå ÝíáÜëëï ìïí�Ýëï ãéá �çí ßäéá óõíÜñ�çóç f .Áò ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åäþ Ýíá ãíùó�ü ìïí�Ýëï õðïëïãéóìïý, ìéá ãëþóóáðñïãñáììá�éóìïý õøçëïý åðéðÝäïõ. Ìéá óõíÜñ�çóç2 �ü�å, èá ëÝãå�áé õðïëï-ãßóéìç, áí õðÜñ÷åé ðñüãñáììá ðïõ õðïëïãßæåé �çí �éìÞ �çò ãéá êÜèå üñéóìá.Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é õðÜñ÷ïõí óõíáñ�Þóåéò ìç õðïëïãßóéìåò, ãéá�ß:
• ÕðÜñ÷ïõí Üðåéñá ìåí, áëëÜ ìüíï áñéèìÞóéìá (
ountable) äéáöïñå�éêÜðñïãñÜììá�á. Åê�üò áõ�ïý ìðïñïýìå ÷ñçóéìïðïéþí�áò êùäéêïðïßçóç1ÊÜðïéåò öïñÝò ÷ñçóéìïðïéåß�áé êáé ï üñïò õðïëïãéó�üò áí�ß ãéá õðïëïãßóéìïò2èá ðñÝðåé åäþ íá äéåõêñéíßóïõìå ü�é áíáöåñüìáó�å óå óõíáñ�Þóåéò f : N

n → N, áöïý�á äåäïìÝíá óå Ýíá ðñáãìá�éêü õðïëïãéó�Þ êùäéêïðïéïýí�áé ìå öõóéêïýò áñéèìïýò (áêï-ëïõèßåò áðü 0 êáé 1). �åíéêü�åñá, áíáöåñüìáó�å óå óõíáñ�Þóåéò áðü áñéèìÞóéìá óýíïëáóå áñéèìÞóéìá óýíïëá



4 ÊåöÜëáéï 1. Õðïëïãéóéìü�ç�á (Computability)íá �á áðáñéèìÞóïõìå ìç÷áíéó�éêÜ (e�e
tively enumerate)3
• Áðü �çí Üëëç ìåñéÜ üìùò, îÝñïõìå ü�é õðÜñ÷ïõí ìç áñéèìÞóéìåò Üðåéñåò(un
ountable) äéáöïñå�éêÝò óõíáñ�Þóåéò. Áõ�ü áðïäåéêíýå�áé ìå äéáãù-íéïðïßçóç (diagonalization), áíÜëïãç ìå áõ�Þ ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéáíá äåßîïõìå ü�é �ï óýíïëï IR åßíáé ìç áñéèìÞóéìï4Áò ó�ñáöïýìå óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá ðïõ åßíáé ìç áðïêñßóéìï.¼ðùò îÝñïõìå ï ìå�áãëù��éó�Þò (
ompiler) ìéáò ãëþóóáò ðñïãñáììá�éóìïýìðïñåß íá åëÝãîåé áí Ýíá ðñüãñáììá åßíáé óõí�áê�éêÜ ïñèü Þ ü÷é. Ôé ãßíå�áéüìùò ìå �á ëÜèç ÷ñüíïõ åê�Ýëåóçò (run time errors); Èá Þ�áí ùñáßï íáåß÷áìå Ýíá ðñüãñáììá ðïõ èá ìðïñïýóå íá åëÝã÷åé áí Ýíá óõí�áê�éêÜ ïñèüðñüãñáììá èá ó�áìá�Þóåé êÜðï�å Þ áí èá �ñÝ÷åé ãéá ðÜí�á. Äõó�õ÷þò �Ý�ïéïðñüãñáììá äåí õðÜñ÷åé.Èåþñçìá 1.1.1. Ôï halting problem (HP) åßíáé ìç áðïêñßóéìï.Áðüäåéîç. ¸ó�ù ü�é ð0; ð1; ð2; : : : åßíáé ìéá ìç÷áíéó�éêÞ áðáñßèìçóç (e�e
-tive enumeration) üëùí �ùí ðñïãñáììÜ�ùí. Áò õðïèÝóïõìå ü�é �ï HP åßíáéåðéëýóéìï. Ôü�å êá�áóêåõÜæïõìå Ýíá ðñüãñáììá ð, ðïõ åëÝã÷åé áí �ï ðñü-ãñáììá ðn ìå åßóïäï n ó�áìá�Üåé Þ ü÷é êáé áíÜëïãá ìå �çí áðÜí�çóç óåáõ�üí �ïí Ýëåã÷ï, �ï ðñüãñáììá ð ó�áìá�Üåé áí �ï ðn(n) äåí ó�áìá�Üåé, êáéáí�éó�ñüöùò:ð : read(n); if ðn(n) terminates then loop forever else halt3Áðüäåéîç: ÊÜèå ðñüãñáììá ìéáò ãëþóóáò ðñïãñáììá�éóìïý åßíáé ó�ïé÷åßï �ïõ Ó∗,üðïõ Ó = {a1; a2; : : : ; am} �ï áëöÜâç�ï �çò ãëþóóáò. Ôï Ó∗ üìùò áðï�åëåß �çí Ýíùóç⋃

∞n=0
Ón, üðïõ Ón �ï óýíïëï �ùí óõìâïëïóåéñþí �ïõ áëöÜâç�ïõ Ó ðïõ Ý÷ïõí ìÞêïò n.ÊÜèå óýíïëï Ón åßíáé ðåðåñáóìÝíï êáé Ý�óé áí äéá�Üîïõìå �á ó�ïé÷åßá �ïõ áëöáâç�éêÜìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå �çí áêüëïõèç áñßèìçóç ãéá �ï Ó∗:Ó0 : {"}Ó1 : {a1; a2; : : : ; am}Ó2 : {a1a1; a1a2; : : : ; a1am; : : : ; amam}...Ç ðáñáðÜíù áñßèìçóç �ïõ Ó∗åßíáé ìç÷áíéó�éêÞ, äçëáäÞ ìðïñåß íá ãßíåé ìå ðñüãñáììá.ÅðïìÝíùò, ìå êá�Üëëçëç ÷ñÞóç 
ompiler ãéá �ïí Ýëåã÷ï ïñèü�ç�áò ìðïñïýìå íá êá�á-óêåõÜóïõìå ìç÷áíéó�éêÞ áñßèìçóç �ùí óõí�áê�éêÜ ïñèþí n ðñïãñáììÜ�ùí4Áðüäåéîç: Áò èåùñÞóïõìå �ï óýíïëï �ùí ïëéêþí óõíáñ�Þóåùí ö : N → N êáé Ýó�ùö0; ö1; ö2; : : : ìéá áñßèìçóç �ïõò (ïëéêÝò ïíïìÜæïí�áé ïé óõíáñ�Þóåéò ðïõ ïñßæïí�áé ãéáêÜèå x ∈ N). Ïñßæïõìå ìéá óõíÜñ�çóç f ùò åîÞò: f(x) = öx(x) + 1; ∀x ∈ N. H fåßíáé ðñïöáíþò ïëéêÞ óõíÜñ�çóç êáé åðïìÝíùò èá áí�éó�ïé÷ßæå�áé óå êÜðïéï äåßê�ç y ó�çíðáñáðÜíù áñßèìçóç ìáò, äçëáäÞ f = öy. Ôü�å üìùò èá éó÷ýåé ü�é öy(y) = f(y) = öy(y)+1ðïõ åßíáé Ü�ïðï. ÅðïìÝíùò �ï óýíïëï �ùí ïëéêþí óõíáñ�Þóåùí äåí åßíáé áñéèìÞóéìï.



1.1 Éó�ïñßá - ÅéóáãùãÞ 5ÖõóéêÜ áõ�ü �ï ðñüãñáììá ð êÜðïõ èá åìöáíßæå�áé ó�çí ðáñáðÜíù áñßè-ìçóç. Áò ðïýìå ü�é ï äåßê�çò ãéá �ï ð åßíáé i, äçëáäÞ ð = ði. Ç éäÝá �çòäéáãùíéïðïßçóçò åßíáé íá äþóïõìå �ï äåßê�ç i ãéá input ó�ï ði. Ôü�å �ï ði(i)ó�áìá�Üåé áí êáé ìüíï áí �ï ð(i) ó�áìá�Üåé êáé áõ�ü óõìâáßíåé áí êáé ìüíïáí �ï ði(i) äåí ó�áìá�Üåé. Áí�ßöáóç.ÔåëéêÜ ðïëëÜ Üëëá ðñïâëÞìá�á åßíáé åðßóçò ìç åðéëýóéìá. Áí êáé �ïHP äåí åßíáé åðéëýóéìï, ìðïñïýìå íá êá�áóêåõÜóïõìå ìå ìç÷áíéó�éêü �ñüðïìéá Üðåéñç ëßó�á üëùí �ùí ðñïãñáììÜ�ùí, ìå �çí áí�ßó�ïé÷ç åßóïäï ãéá �çíïðïßá ó�áìá�ïýí. Áõ�ü äåí óçìáßíåé öõóéêÜ ü�é ìðïñïýìå íá åðéëýóïõìå �ïHP, ãéá�ß áí ãéá ðáñÜäåéãìá �ï ðk(n) äåí Ý÷åé åìöáíéóèåß ó�ç ëßó�á ìáò,äåí îÝñïõìå áí èá ðñïó�åèåß ó�ç ëßó�á áñãü�åñá Þ áí äå èá åìöáíéóèåß ðï�Ýó�ç ëßó�á. �éá íá áêñéâïëïãïýìå ëßãï ðåñéóóü�åñï äßíïõìå �ïõò ðáñáêÜ�ùïñéóìïýò.Ïñéóìüò 1.1.2. ¸íá óýíïëï S ëÝãå�áé áðïêñßóéìï Þ õðïëïãßóéìï Þ åðéëý-óéìï (de
idable, 
omputable, solvable) áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé Ýíáò áëãüñéè-ìïò ðïõ ó�áìá�Üåé Þ ìéá õðïëïãéó�éêÞ ìç÷áíÞ ðïõ äßíåé Ýîïäï \íáé" ãéá êÜèååßóïäï a ∈ S êáé Ýîïäï \ü÷é" ãéá êÜèå åßóïäï a =∈ S.Ïñéóìüò 1.1.3. ¸íá óýíïëï S ëÝãå�áé êá�áãñÜøéìï (ìå ìç÷áíéó�éêÞ ãåííÞ-�ñéá) (listable, e�e
tively generatable) áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé ìéá ãåííÞ�ñéáäéáäéêáóßá Þ ìç÷áíÞ ðïõ êá�áãñÜöåé üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ S. Ó�çí, ðéèáíþòÜðåéñç, ëßó�á åîüäïõ åðé�ñÝðïí�áé ïé åðáíáëÞøåéò êáé äåí õðÜñ÷åé ðåñéïñéóìüòãéá �çí äéÜ�áîç �ùí ó�ïé÷åßùí.ÌåñéêÝò áðëÝò éäéü�ç�åò:1. Áí �ï S åßíáé áðïêñßóéìï �ü�å êáé �ï S åßíáé áðïêñßóéìï.2. Áí �ï S åßíáé áðïêñßóéìï �ü�å �ï S åßíáé êáé êá�áãñÜøéìï.3. Áí �ï S êáé �ï S åßíáé êá�áãñÜøéìá �ü�å �ï S åßíáé áðïêñßóéìï.4. Áí �ï S åßíáé êá�áãñÜøéìï ìå ãíçóßùò áýîïõóá äéÜ�áîç �ü�å �ï S åßíáéáðïêñßóéìï.Áðüäåéîç. 1. �ñÝðåé íá äåßîïõìå ü�é õðÜñ÷åé ðñüãñáììá ðïõ áðïêñßíå�áéãéá �ï S. Áñêåß íá ðñïóèÝóïõìå ó�ï ðñüãñáììá ðïõ áðïêñßíå�áé ãéá�ï S ìßá åí�ïëÞ ðïõ áí�éó�ñÝöåé �ï \íáé" êáé �ï \ü÷é" ðñéí �çí Ýîïäï.2. Ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï ðñüãñáììá ð ðïõ áðïêñßíå�áé ãéá�ï S, äéáäï÷éêÜ ãéá üëïõò �ïõò öõóéêïýò áñéèìïýò:



6 ÊåöÜëáéï 1. Õðïëïãéóéìü�ç�á (Computability)n := 0;repeatif ð(n) = ``íáé'' then output(n);n := n + 1forever3. Ìðïñïýìå íá �ñÝîïõìå ðáñÜëëçëá �á ðñïãñÜììá�á ð1, ð2 ðïõ êá�áãñÜ-öïõí �á S êáé S áí�éó�ïß÷ùò, ìÝ÷ñé ç åßóïäïò n íá åìöáíéó�åß óå êÜðïéááðü �éò äýï ëßó�åò åîüäïõ. Óå áõ�ü �ï óçìåßï ç åñþ�çóç \n ∈ S;" ìðï-ñåß íá áðáí�çèåß.�áñá�Þñçóç: ÕðÜñ÷åé ìßá ìÝèïäïò ðïõ ìáò åðé�ñÝðåé íá ðñïóïìïéþ-óïõìå �çí ðáñÜëëçëç åê�Ýëåóç äýï (Þ ãåíéêü�åñá áñéèìÞóéìùí �ï ðëÞ-èïò) ðñïãñáììÜ�ùí, �ï ëåãüìåíï dovetailing. Ç éäÝá åßíáé äßêáéïòêá�áìåñéóìüò �ïõ ÷ñüíïõ ó�á åðéìÝñïõò ðñïãñÜììá�á:�éá äýï ðñïãñÜììá�á, ð1 êáé ð2, Ý÷ïõìå:repeat�ñÝîå Ýíá âÞìá �ïõ ð1 (áí äåí Ý÷åé �åñìá�ßóåé);�ñÝîå Ýíá âÞìá �ïõ ð2 (áí äåí Ý÷åé �åñìá�ßóåé)forever (Þ ìÝ÷ñé íá �åñìá�ßóïõí êáé �á äýï)�åíéêÜ, ãéá áñéèìÞóéìá �ï ðëÞèïò ðñïãñÜììá�á ð1, ð2, . . .n := 1repeatfor i := 1 to n do�ñÝîå Ýíá âÞìá �ïõ ði (áí äåí Ý÷åé �åñìá�ßóåé);n := n + 1forever4. Ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï ð, ðïõ êá�áãñÜöåé �ï S ìå ãíçóßùòáýîïõóá äéÜ�áîç ìÝ÷ñé ç åßóïäïò n íá åìöáíéó�åß Þ íá îåðåñáó�åß ó�çíëßó�á åîüäïõ. Óå áõ�ü �ï óçìåßï áðïöáóßæå�áé áí n ∈ S Þ n 6∈ Sáí�ßó�ïé÷á.1.2 Áõ�ïáíáöïñÜ - Äéáãùíéïðïßçóç�ïëëÜ ðáñÜäïîá ó�çí ëïãéêÞ êáé �á ìáèçìá�éêÜ âáóßæïí�áé ó�çí �å÷íéêÞ�çò áõ�ïáíáöïñÜò.



1.2 Áõ�ïáíáöïñÜ - Äéáãùíéïðïßçóç 7Ç ðñþ�ç ãíùó�Þ ÷ñÞóç áõ�ïáíáöïñÜò ãßíå�áé �ïí �ïí 6ï áéþíá ð.×., ïðü�åï Åðéìåíßäçò ï Êñçò åßðå:�áò Êñçò øåý�çò.Ôïí 4ï áéþíá ð.×., ï Åõâïõëßäçò Ýêáíå áêüìá ðéï óáöÞ �çí áõ�ïáíáöïñÜ:Áõ�Þ ç ðñü�áóç åßíáé øåõäÞò.¢ëëá ðáñÜäïîá ðïõ Ý÷ïõí ó÷Ýóç ìå �çí áõ�ïáíáöïñÜ ðñïêÜëåóáí áìöé-óâÞ�çóç ãéá �çí óõíÝðåéá �çò Áöåëïýò Óõíïëïèåùñßáò, ìå ÷áñáê�çñéó�éêü-�åñï �ï ðáñÜäïîï (Þ êáëý�åñá áí�éíïìßá) �ïõ Russell: Èåùñïýìå �ï óýíïëïA ðïõ ðåñéÝ÷åé üëá �á óýíïëá ðïõ äåí åßíáé ìÝëç �ïõ åáõ�ïý �ïõò, äçëáäÞA = {x | x 6∈ x}. ÁíÞêåé �ï A ó�ïí åáõ�ü �ïõ Þ ü÷é;ÁíáöÝñïõìå åíäåéê�éêÜ áêüìá:
• �ïí êïõñÝá óå Ýíá ÷ùñéü ðïõ îõñßæåé üëïõò üóïõò äåí îõñßæïí�áé ìüíïé�ïõò (ðïéïò îõñßæåé �ïí êïõñÝá;)
• �ï ìå�áðáé÷íßäé G ðïõ ðáßæå�áé áðü äýï ðáßê�åò: Ï ðñþ�ïò ðáßê�çòäéáëÝãåé Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðáé÷íßäé. Ìå�Ü ïé äýï ðáßê�åò ðáßæïõí �ïðáé÷íßäé áõ�ü (�çí ðñþ�ç êßíçóç �çí êÜíåé ï äåý�åñïò ðáßê�çò). Åßíáé�ï ìå�áðáé÷íßäé G ðåðåñáóìÝíï Þ Üðåéñï;Ç áõ�ïáíáöïñÜ Ý÷åé ó÷Ýóç ìå �çí �å÷íéêÞ �çò äéáãùíéïðïßçóçò (Cantor).�áñáêÜ�ù äßíïõìå Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá �çò �å÷íéêÞò:¸ó�ù n × n boolean ðßíáêáò (äçëáäÞ �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðáßñíïõí �éìÝò 0êáé 1) Á. Èåùñïýìå �ï äéÜíõóìá d ðïõ ðñïêýð�åé áí ðÜñïõìå �á ó�ïé÷åßá �çòäéáãùíßïõ, äçëáäÞ: di = Aii; ãéá êÜèå i, ìå 1 ≤ i ≤ n.Áí�éó�ñÝöïõìå �á ó�ïé÷åßá �ïõ äéáíýóìá�ïò d êáé ðáßñíïõìå Ýíá íÝï äéÜíõóìáD, äçëáäÞ: Di = 1 − di; ãéá êÜèå i, ìå 1 ≤ i ≤ n.Ôü�å ìðïñåß åýêïëá íá äåé÷èåß ü�é �ï äéÜíõóìá D äåí åìöáíßæå�áé ïý�å ùòãñáììÞ ïý�å ùò ó�Þëç ó�ïí ðßíáêá A.Ç ðáñáðÜíù �å÷íéêÞ, êá�Üëëçëá �ñïðïðïéçìÝíç, ìðïñåß íá ëåé�ïõñãÞóåéêáé ãéá Üðåéñï ðßíáêá, áëëÜ êáé ãéá ðßíáêåò üðïõ �á ó�ïé÷åßá äåí åßíáé êá�ÜáíÜãêç boolean. �éá ðáñÜäåéãìá, ìðïñïýìå íá äåßîïõìå ü�é �ï ðëÞèïò �ùíóõíáñ�Þóåùí áðü �ïõò öõóéêïýò ó�ïõò öõóéêïýò äåí åßíáé áñéèìÞóéìï. �áñï-ìïßùò, ìðïñïýìå íá äåßîïõìå ü�é �ï ðëÞèïò �ùí áõîïõóþí óõíáñ�Þóåùí áðü�ïõò öõóéêïýò ó�ïõò öõóéêïýò äåí åßíáé áñéèìÞóéìï.�áñáêÜ�ù, èá äïýìå ðþò ç ðáñáðÜíù �å÷íéêÞ Ý÷åé åöáñìïãÝò ó�ï ðñü-âëçìá �åñìá�éóìïý êáé ó�çí áðüäåéîç �ïõ èåùñÞìá�ïò ìç ðëçñü�ç�áò �ïõG�odel.



8 ÊåöÜëáéï 1. Õðïëïãéóéìü�ç�á (Computability)1.2.1 �ñüâëçìá �åñìá�éóìïýÁò èåùñÞóïõìå ìßá ìç÷áíéó�éêÞ áðáñßèìçóç �ùí ðñïãñáììÜ�ùí ìå ìßáåßóïäï: ð0; ð1; ð2; : : :Áí �ï ðñüãñáììá ðx �åñìá�ßæåé ìå åßóïäï y ∈ N, èá ãñÜöïõìå ðx(y) ↓, áë-ëéþò (áí äåí �åñìá�ßæåé) ðx(y) ↑. Ôï ðñüâëçìá �åñìá�éóìïý åßíáé: \Äßíïí�áéx, y. Éó÷ýåé ðx(y) ↓;"Áò èåùñÞóïõìå ü�é õðÜñ÷åé ðñüãñáììá halt(x; y) ðïõ ëýíåé �ï ðñüâëçìá�åñìá�éóìïý. Ôü�å êá�áóêåõÜæïõìå ðñüãñáììá:read(x);if halt(x; x) then loop forever else stopÁõ�ü �ï ðñüãñáììá èá õðÜñ÷åé êÜðïõ ó�çí áðáñßèìçóç �ùí ðñïãñáììÜ�ùíìßáò åéóüäïõ. Áò ðïýìå ü�é åßíáé �ï ði. Ôü�å üìùò, èá Ý÷ïõìå:ði(i) ↓ ⇐⇒ ði(i) ↑ :ÅðïìÝíùò, �ï ðñüâëçìá �åñìá�éóìïý äåí åðéäÝ÷å�áé ëýóç (ìå ðñüãñáììá).1.2.2 Èåþñçìá ìç ðëçñü�ç�áò �ïõ G�odelÁò èåùñÞóïõìå �ýðïõò ó�çí ãëþóóá �çò áñéèìç�éêÞò Peano. ÕðÜñ÷åéìç÷áíéó�éêÞ áðáñßèìçóç üëùí �ùí �ýðùí ìå ìßá åëåýèåñç ìå�áâëç�Þ:ö0; ö1; ö2; : : :ÅðéðëÝïí áò èåùñÞóïõìå óõíåðÞ áîéùìá�éêïðïßçóç, äçëáäÞ:Áí ö åßíáé áðïäåßîéìïò, �ü�å ö áëçèÞò.Èá èÝëáìå åðßóçò �ï óýó�çìÜ ìáò íá åßíáé êáé ðëÞñåò, äçëáäÞ:Áí ö åßíáé áëçèÞò, �ü�å ö áðïäåßîéìïò.Ç ãëþóóá �çò áñéèìç�éêÞò Peano åßíáé �üóï éó÷õñÞ ðïõ ìðïñåß íá êùäé-êïðïéÞóåé �ýðïõò �çò ìç÷áíéó�éêÞò áðáñßèìçóçò, áëëÜ áêüìá êáé �çí Ýííïéá�çò áðüäåéîçò (áðü �á áîéþìá�á êáé ìå ÷ñÞóç óõìðåñáóìá�éêþí êáíüíùí).¸�óé, ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå �ïí åîÞò �ýðï:\äåí õðÜñ÷åé áðüäåéîç ãéá öx(x)"Áõ�üò ï �ýðïò èá õðÜñ÷åé êÜðïõ ó�çí áðáñßèìçóç �ùí �ýðùí ìå ìßá åëåýèåñçìå�áâëç�Þ. Áò ðïýìå ü�é åßíáé ï öi. Áõ�ü óçìáßíåé üìùò ü�é:öi(i) = \äåí õðÜñ÷åé áðüäåéîç ãéá öi(i)"



1.2 Áõ�ïáíáöïñÜ - Äéáãùíéïðïßçóç 9Ç ðñü�áóç öi(i) äåí ìðïñåß íá åßíáé øåõäÞò (ãéá�ß;). ¸�óé, ç ðñü�áóç öi(i)åßíáé áëçèÞò, áëëÜ ü÷é áðïäåßîéìç, åðïìÝíùò:Èåþñçìá 1.2.1 (ìç ðëçñü�ç�áò). ÊÜèå óõíåðÞò áîéùìá�éêïðïßçóç �çò áñéè-ìç�éêÞò Peano åßíáé ìç ðëÞñçò.ÄçëáäÞ äåí ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå �áõ�ü÷ñïíá êáé �çí éäéü�ç�á �çò ðëçñü-�ç�áò ðïõ èá èÝëáìå.Óçìåßùóç: ÄÝí éó÷ýåé �ï ðáñáðÜíù ãéá �çí áñéèìç�éêÞ Presburger (ðïõ äÝíÝ÷åé �çí ðñÜîç ∗).


