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Οη θιάζεηο ζρέζεσλ Σ

0
𝑘
 , Π

0
𝑘
 , Γ 

0
𝑘
 νξίδνληαη κε ηελ εμήο 

αλαδξνκή: 

 

 Σ
0
1
 : νη εκηαλαδξνκηθέο ζρέζεηο 

Π
0
k
 = coΣ

0
k
 : νη αξλήζεηο ησλ ζρέζεσλ ζην Σ

0
k
 

 Σ
0

k+1
 = ∃ Π

0
k
∶ νη ζρέζεηο πνπ ηθαλνπνηνύλ κηα ηζνδπλακία 

P(x) ⇔ ∃y Q x , y  , Q x, y  εύναι Π0
k
 

 Γ
0
k
 = Σ

0
k
 ∩ Π0

k
 : νη ζρέζεηο πνπ είλαη Σ

0
k
 και Π0

k
  

 

Οξηζκνί 



 
Μηα ζρέζε P(𝑥 ) αλήθεη ζηε θιάζε Γ αλ είλαη ηζνδύλακε κε ηελ 

θαλνληθή κνξθή γηα ηελ Γ, γηα θάπνηα αλαδξνκηθή ζρέζε Q. 

 

 Σ
0
1
 :                       ∃y  Q x, y  

Π
0
1
 :                      ∀y  Q x, y  

 Σ
0
2
 :  ∃𝑦1 (∀𝑦2)Q x, 𝑦1, 𝑦2  

Π
0
2
 : (∀𝑦1) ∃𝑦2 Q x, 𝑦1, 𝑦2  

                                θ.ν.θ. 

Καλνληθέο κνξθέο 



 

Γεληθόηεξα, κηα ζρέζε Α είλαη Σ
0
𝑛
 αλ είλαη ηεο κνξθήο 

𝑥 ∈ 𝐴 ⇔ ∃𝑥1 ∀𝑥2 …Q𝑥𝑛 𝑅 x, 𝑥1 …𝑥𝑛  

όπνπ ην Q είλαη ∃ για n περιττό ό ∀ για n ϊρτιο. 

 

Αντύςτοιχα, κηα ζρέζε Α είλαη Π
0
𝑛
 αλ είλαη ηεο κνξθήο 

𝑥 ∈ 𝐴 ⇔ ∃𝑥1 ∀𝑥2 …Q𝑥𝑛 𝑅 x, 𝑥1 …𝑥𝑛  

όπνπ ην Q είλαη ∃ για n ϊρτιο ό ∀ για n περιττό. 

 

Μνξθή θιάζεο 



 
Έζησ κηα ζρέζε P(𝑥 ) = Π0

2
 

 

P(x) ⇔ ≦P1(x)       κε P1(x) ∊ Σ
0
2
 

        ⇔ ≦ (∃y1) P3(x, y1)                      κε P3(x) ∊ Π
0
1
 

        ⇔ ≦ (∃y1) ≦P4(x, y1)                   κε P4(x) ∊ Σ
0
1
 

        ⇔ ≦ (∃y1)≦ (∃y2)Q (x, y1, y2)     κε Q αλαδξνκηθή         

        ⇔ (∀y1) (∃y2)Q (x, y1, y2)  
 

 

 

 

 

 

 

 

Παξάδεηγκα 



 

Για κϊθε k ≥ 1, οι κλϊςεισ Σ 0
k
 , Π 0

k
 και Δ 0

k
  εύναι κλειςτϋσ για 

αναδρομικϋσ αντικαταςτϊςεισ καθώσ και για τουσ τελεςτϋσ  

&, ⋁, ∃≤ και ∀≤. 

 

Επιπλϋον: 

 H κλϊςη Δ 0
k
  εύναι κλειςτό για την ϊρνηςη ≦. 

 H κλϊςη Σ 0
k
  εύναι κλειςτό για τον υπαρξιακό ποςοδεύκτη ∃. 

 H κλϊςη Π 0
k
  εύναι κλειςτό για τον καθολικό ποςοδεύκτη ∀. 

Θεώξεκα 



 
Για κϊθε n: 

 

Αν R ∈ Σ 0
n

 ό ςτο Π 0
n
, τότε R ∈ Δ 0

m
  

για όλα τα m > n ∶  

 Σ 0
n
 ⊆ Δ 0

n+1
 

 Π 0
n
 ⊆ Δ 0

n+1
 

 

Αθόκα ηζρύεη: 

 Δ 0
n
 ⊆ Π 0

n
 

 Δ 0
n
 ⊆ Σ 0

n
 

 

 

 

Σπκπεξηιήςεηο 

Επύςησ: 

 Σ 0
n
 ⊆ Π 0

n+1
 

 Π 0
n
 ⊆ Σ 0

n+1
 

 

 Σ 0
n
 ⊆ Σ 0

n+1
 

 Π 0
n
 ⊆ Π 0

n+1
 



 
Οη αξηζκεηηθέο θιάζεηο ηθαλνπνηνύλ ην εμήο δηάγξακκα 

ζπκπεξηιήςεσλ: 

 

 

 

 

Γηάγξακκα 

Σπκπεξηιήςεσλ 



 
 Για κϊθε n > 0, το Α εύναι Σ𝑛 − 𝜋𝜆όρεσ ανν 

Α ∊ Σ𝑛 

𝛾𝜄𝛼 𝜅ϊ𝜃𝜀 Β ∊ Σ𝑛, 𝜄𝜍𝜒ύ𝜀𝜄 Β ≤𝑚 𝐴 

 

 Για κϊθε n > 0, το Α εύναι Π𝑛 − 𝜋𝜆όρεσ ανν 

Α ∊ Π𝑛 

𝛾𝜄𝛼 𝜅ϊ𝜃𝜀 Β ∊ Π𝑛, 𝜄𝜍𝜒ύ𝜀𝜄 Β ≤𝑚 𝐴 

 

 

Πιήξεο ηαμηλόκεζε 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Έξρνληαη νη Πνισλνί! 

Embrace Yourselves  



  

   Μεηαηξνπή ηεο ζρέζεο Α ζηε κνξθή  

𝑄1𝑥1𝑄2𝑥2 …𝑄𝑛𝑥𝑛𝑅 𝑥, 𝑥1 …𝑥𝑛  
𝜇𝜀 𝑅 𝛼𝜈𝛼𝛿𝜌𝜊𝜇𝜄𝜅ό 𝜅𝛼𝜄 𝑄𝑖 = ∃ ό ∀ 

 

1. Αν δεν υπϊρχουν οι δεύκτεσ ∃,∀ τότε Α ∊ Σ 0
0
= Π 0

0
 

2. Αν υπϊρχουν, υπολογύζουμε με k τον αριθμό τουσ και: 

3. Αν 𝑄1 = ∃ , 𝜏ό𝜏𝜀 Α ∊ Σ 0
𝑘+1

  

4. Αν 𝑄1 = ∀ , 𝜏ό𝜏𝜀 Α ∊ Π 0
𝑘+1

  

 

Tarksi – Kuratowski 
algorithm 



 

 
Έςτω Α μια γλώςςα.  

Ορύζουμε Α′ = x  𝜑𝑥
Α x ↓}.  

To A′ εύναι το jump του Α και Αω το ω − jump του Α.  

 
0′ = ∅′ εύναι το Turing jump του empty set. 

∅𝑛 εύναι το n − οςτό Turing jump του empty set. 

 

 

 

Turing Jump 



 
Γηα n ≥ 0: 

  Α ∊ Σ 0
n+1

 ⇔ Α εύναι α. α. ςτο Σ 0
n
⇔ Α εύναι α. α. ςτο Π 0

n
 

 ∅n εύναι Σn − πλόρεσ 

  Α ∊ Δ 0
n+1

 ⇔  Α ≤Τ Β με Β ∊ Σn ό Β ∊ Πn 

  Α ∊ Δ 0
n+1

 ⇔  Α ≤Τ ∅
n 

 

Post’s theorem 



  

Όλεσ οι ςυμπεριλόψεισ εύναι αυςτηρϋσ! 

 
Γνωρύζουμε πωσ ∅n+1 εύναι Σn+1 − πλόρεσ.  

Αρκεύ να δεύξουμε οτι ∅n+1 ∉ Π𝑛+1.  
Εϊν ∅n+1 ∈ Πn+1, τότε ∅

n+1 ∈ Δn+1.  
Όμωσ απο το Θεώρημα του Post,  

θα ϋπρεπε ∅n+1 ≤Τ ∅
n, ην νπνίν είλαη άηνπν. 

Θεώξεκα Αξηζκεηηθήο 

Ηεξαξρίαο (1/2) 



 
 Οπόηε νη αξηζκεηηθέο θιάζεηο ηθαλνπνηνύλ ην αθόινπζν 

δηάγξακκα ζπκπεξηιήςεσλ: 

 

Θεώξεκα Αξηζκεηηθήο 

Ηεξαξρίαο (2/2) 



 
HP = {M | ∃t M τερματύζει με εύςοδο x ςε t βόματα} 

MP = {M | ∃t M αποδϋχεται την εύςοδο x ςε t βόματα} 

 

Άξα, HP, MP ∈ Σ0
1
. 

 

 Τν ηειεπηαίν ζεώξεκα ηνπ Fermat: 

∀ x, y, z, n > 2 : 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 = 𝑧𝑛 → xyz = 0 

 

Άξα, FLT ∈ Π0
1
. 

Γλσζηά Πξνβιήκαηα 



 

 TOTAL = { M | φ𝑀 είλαη νιηθή }  
         = {M | ∀x ∃t M τερματύζει με εύςοδο x ςε t βόματα} 
 

Άξα, TOTAL ∈ Π0
2
. 

 

 
 FIN = { Μ | L(M) είλαη πεπεξαζκέλε} 
  = {Μ |  ∃n ∀x εϊν |x|>n τότε x ∉ L(M)} 
  = {Μ |  ∃n ∀x  |x| ≤ n} 
 

Άξα, FIN ∈ Σ0
2
. 

 
 

Γλσζηά Σύλνια 



  

 EMPTY ∈ Π
0
1
 − πλόρεσ 

 TOTAL ∈ Π
0
2
 − πλόρεσ 

 INF ∈ Π 0
2
 − πλόρεσ 

 FIN ∈ Σ 0
2
 − πλόρεσ 

 COF ∈ Σ 0
3
 − πλόρεσ 

HP ∈ Σ 0
1
 − πλόρεσ 

MP ∈ Σ 0
1
 − πλόρεσ 

 

 

 

Κιάζεηο Γλσζηώλ 

Σπλόισλ 



 

Ζ ππόζεζε Riemann είλαη Π
0
1
 

 Τν ζεώξεκα ησλ 4 ρξσκάησλ είλαη Π
0
1
 

Ζ εηθαζία ησλ δίδπκσλ πξώησλ είλαη Π
0
2
 

 P ≠ NP είλαη Π
0
2
 

 

Ερώηημα:  

Πνηά είλαη ε πνιππινθόηεηα ησλ άιισλ αλνηρηώλ πξνβιεκάησλ;  

Δίλαη ην P=NP ζην Π
0
1
 ; 

Κιάζεηο Αλνηρηώλ 

Πξνβιεκάησλ 



 
Theory of Computation, Texts in Computer Science 

Dexter C. Kozen, 2006 

 

Recursion Theory 

Pieter J. W. Hofstra, 2007 

 

Αναδρομή και Υπολογιςιμότητα  

Γ. Μοςχοβάκησ, 2008 

 

Βηβιηνγξαθία 



 
 

 

 Δπραξηζηώ πνιύ γηα ηελ πξνζνρή ζαο! 


