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Poluwnumik  Anagwg 

Orismìc (Poluwnumik  anagwg )

'Estw ènac algìrijmoc a1 o opoÐoc epilÔei to prìblhma A1 se

poluwnumikì qrìno. E�n o algìrijmoc a2 kaleÐ ton a1 wc

uporoutÐna monadiaÐou kìstou c g ia na epilÔsei to prìblhma

A2, tìte to A2 an�getai se poluwnumikì qrìno sto A1.

Parat rhsh. 'Ena prìblhma an kei sthn kl�sh NP e�n gia èna
katafatikì stigmiìtupo x up�rqei èna sunoptikì (poluwnumik�
fragmèno se sqèsh me thn eÐsodo) pistopoihtikì gia to x pou
na mporeÐ na elegqjeÐ gia egkurìthta se poluwnumikì qrìno.
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Ekdoqèc problhm�twn beltistopoi sewc

To prìblhma beltistopoÐhshc anaprÐstatai wc (S , c), me S na
eÐnai h efikt  perioq  kai c eÐnai sun�rthsh kìstouc c : S → R.
Ekdoq  beltistopoi sewc: Dojèntwn twn sunìlwn P (èna
sÔnolo periorism¸n apì to opoÐo diafaÐnetai e�n to
antikeÐmeno f ∈ S) kai Q (to sÔnolo twn periorism¸n ap' ìpou
sun�getai h tim  c(f )) kai twn sunart sewn aS kai ac na brejeÐ
h bèltisth efikt  lÔsh tou probl matoc.
Ekdoq  ektÐmhsewc: Dojèntwn twn P kai Q na brejeÐ h bèltisth
lÔsh.
Ekdoq c anagnwrÐsewc: Dojèntwc enìc stigmiotÔpou �to
opoÐo eÐnai mia anapar�stash twn sunìlwn P kai Q� kai
enìc akeraÐou L, up�rqei efikt  lÔsh f ∈ S ¸ste c(f ) ≤ L (gia
probl mata elaqistopoÐhshc)   c(f ) ≥ L (gia probl mata
megistopoÐhshc)?
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Orismìc tou probl matoc eurèsewc monopatioÔ Hamilton
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1 Anagwg 

2 Qamiltonian� Monop�tia
Orismìc tou probl matoc eurèsewc monopatioÔ Hamilton
Apìdeixh NP plhrìthtoc

3 PeriodeÔwn Pwlht c
Orismìc tou probl matoc tou PeriodeÔontoc PwlhtoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc

4 3-Qrwmatismìc
Orismìc tou probl matoc 3-qrwmatismoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc
Par�deigma 3-qrwmatismoÔ

5 Akèraioc Programmatismìc
Orismìc probl matoc akeraÐou programmatismoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc
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Orismìc tou probl matoc eurèsewc monopatioÔ Hamilton

Orismìc

Orismìc

KÔklwma (ant. monop�ti) Hamilton se èna gr�fhma G eÐnai

èna kÔklwma (ant. monop�ti) to opoÐo diatrèqei ìlec tic

korufèc tou G akrib¸c mÐa for� kai tic akmèc tou G to polÔ

mÐa for�.

To prìblhma eurèsewc monopatioÔ Hamilton
Dedomènou enìc graf matoc G = (V ,E ) up�rqei monop�ti sto
G ¸ste na perièqei kajè koruf  tou G akrib¸c mÐa for�?
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Apìdeixh NP plhrìthtoc
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2 Qamiltonian� Monop�tia
Orismìc tou probl matoc eurèsewc monopatioÔ Hamilton
Apìdeixh NP plhrìthtoc

3 PeriodeÔwn Pwlht c
Orismìc tou probl matoc tou PeriodeÔontoc PwlhtoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc

4 3-Qrwmatismìc
Orismìc tou probl matoc 3-qrwmatismoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc
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Apìdeixh NP plhrìthtoc

H eÔresh QamiltonianoÔ monopatioÔ eÐnai NP

'Estw èna katafatikì stigmiìtupo (|V |, p) tou probl matoc
tou 3-qrwmatismoÔ:

To pistopoihtikì c(x) ja eÐnai h kwdikopoÐhsh τ tou
QamiltonianoÔ monopatioÔ p.

O algìrijmoc a ja elègqei:

1 Εάν η τ είναι μονοπάτι.
2 Εάν η τ έχει μήκος |V | − 1.
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Apìdeixh NP plhrìthtoc

Anagwg  apì to prìblhma QamiltonianoÔ kukl¸matoc

'Estw gr�fhma G = (V ,E ) kai G ′ = (V ′,E ′) me
V ′ = V ∪ {w , u, u′} kai gia k�poia v0,
E ′ = E ∪

{
{u, u′}, {w , v0}

}
∪
{
{u, v} : v ∈ N(v0)

}
.

'Estw ìti to G ′ èqei monop�ti Hamilton p. Tìte, oi akraÐec
akmèc tou p ja eÐnai oi {u, u′} kai {v0,w} kai k�poia
{u, v} ∈ p. To upìloipo monop�ti diasqÐzei tic korufèc
V \ {v0, v} akrib¸c mÐa for�. Epeid  h {u, v} ∈ E ′, ep�gei ìti
{v0, v} ∈ E . 'Etsi, to monop�ti, mazÐ me thn {v0, v} sunjètei èna
kÔklwma Hamilton.
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Apìdeixh NP plhrìthtoc

Anagwg  apì to prìblhma QamiltonianoÔ kukl¸matoc

'Estw gr�fhma G = (V ,E ) kai G ′ = (V ′,E ′) me
V ′ = V ∪ {w , u, u′} kai gia k�poia v0,
E ′ = E ∪

{
{u, u′}, {w , v0}

}
∪
{
{u, v} : v ∈ N(v0)

}
.

AntÐjeta, èstw ìti to G èqei kÔklwma Hamilton:
c = [v0, . . . , v , v0]. MporeÐ na brejeÐ to monop�ti Hamilton sto
G : p = [v0, . . . , v , u, u

′].
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Orismìc tou probl matoc tou PeriodeÔontoc PwlhtoÔ

Perieqìmena

1 Anagwg 

2 Qamiltonian� Monop�tia
Orismìc tou probl matoc eurèsewc monopatioÔ Hamilton
Apìdeixh NP plhrìthtoc

3 PeriodeÔwn Pwlht c
Orismìc tou probl matoc tou PeriodeÔontoc PwlhtoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc

4 3-Qrwmatismìc
Orismìc tou probl matoc 3-qrwmatismoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc
Par�deigma 3-qrwmatismoÔ

5 Akèraioc Programmatismìc
Orismìc probl matoc akeraÐou programmatismoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc
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Orismìc tou probl matoc tou PeriodeÔontoc PwlhtoÔ

Orismìc

Orismìc (PeriodeÐa)

Mia periodeÐa sto G = (V ,E ), eÐnai mia kuklik  enallag 

(kÔkloc) apì thn koruf  i sthn π(i), 1 ≤ i ≤ |V |.

Dedomènou enìc graf matoc G = (V ,E ) orÐzetai o pÐnakac
diasundèsewn D = [dij ] tou G wc ex c:

dij =

{
1, e�n {i , j} ∈ E
2, e�n {i , j} 6∈ E

'Eqontac proôpologismì (diajèsima èxoda) B = |V (G )|+ 1 na
brejeÐ h periodeÐa ¸ste

|V |∑
i=1

diπ(i) ≤ B
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Apìdeixh NP plhrìthtoc

Perieqìmena

1 Anagwg 
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Orismìc tou probl matoc tou PeriodeÔontoc PwlhtoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc
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Orismìc tou probl matoc 3-qrwmatismoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc
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Orismìc probl matoc akeraÐou programmatismoÔ
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Apìdeixh NP plhrìthtoc

To prìblhma tou periodeÔontoc pwlhtoÔ eÐnai NP

To TSP(D) eÐnai exeidikeumènh perÐptwsh tou TSP.

Ekdoq  anagnwrÐsewc probl matoc PeriodeÔontoc PwlhtoÔ

Dedomènou enìc bebarumènou graf matoc G = (V ,E ), me
D = [dij ] ton pÐnaka diasundèsewn tou G kai L ∈ Z+ up�rqei

periodeÐa sto G me
∑|V |

i=1 diπ(i) ≤ L?

Dedomènou enìc katafatikoÔ stigmiotÔpou tou probl matoc
tou periodeÔontoc pwlhtoÔ (|V |, [dij ], L):

To pistopoihtikì c(x) eÐnai mia kwdikopoÐhsh τ thc

periodeÐac pou isqÔei
∑|V |

i=1 diπ(i) ≤ L.
'Enac algìrijmoc a ja  legqe:

Εάν τα n, [dij ] και L είναι κατάλληλα.

Εάν η τ είναι περιοδεία.

Εάν η τ έχει μήκος το πολύ L.
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Apìdeixh NP plhrìthtoc

Anagwg  apì thn eÔresh monopatioÔ Hamilton

Dojèntwc enìc graf matoc G = (V ,E ) kai tou pÐnaka D ìpwc
orÐsjhke pr¸tinoc:

Isqurismìc

To gr�fhma G = (V ,E ) èqei monop�ti Hamilton m kouc
toul�qiston B e�n kai mìnon e�n up�rqei mia periodeÐa sto G
m kouc B .

Pr�gmati, to monop�ti Hamilton èqei m koc |V |, en¸ h
periodeÐa èqei m koc |V | gia th met�bash apì thn arqik  pìlh
sthn telik  (kìstouc 1 ek�stwc), sun th met�bash apì th
teleutaÐa pìlh proc thn arqik  (kìstouc to polÔ 2).
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Orismìc tou probl matoc 3-qrwmatismoÔ

Perieqìmena

1 Anagwg 

2 Qamiltonian� Monop�tia
Orismìc tou probl matoc eurèsewc monopatioÔ Hamilton
Apìdeixh NP plhrìthtoc

3 PeriodeÔwn Pwlht c
Orismìc tou probl matoc tou PeriodeÔontoc PwlhtoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc

4 3-Qrwmatismìc
Orismìc tou probl matoc 3-qrwmatismoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc
Par�deigma 3-qrwmatismoÔ

5 Akèraioc Programmatismìc
Orismìc probl matoc akeraÐou programmatismoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc
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Orismìc tou probl matoc 3-qrwmatismoÔ

Orismìc

Ekdoq  anagnwrÐsewc tou probl matoc 3-qrwmatismoÔ

Dedomènou enìc graf matoc G = (V ,E ) kai 3 qrwm�twn,
up�rqei apeikìnish

χG : V (G )→ {0, 1, 2}

¸ste dÔo geitonikèc korufèc na mhn èqoun to Ðdio qr¸ma?
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Apìdeixh NP plhrìthtoc

Perieqìmena

1 Anagwg 

2 Qamiltonian� Monop�tia
Orismìc tou probl matoc eurèsewc monopatioÔ Hamilton
Apìdeixh NP plhrìthtoc

3 PeriodeÔwn Pwlht c
Orismìc tou probl matoc tou PeriodeÔontoc PwlhtoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc

4 3-Qrwmatismìc
Orismìc tou probl matoc 3-qrwmatismoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc
Par�deigma 3-qrwmatismoÔ

5 Akèraioc Programmatismìc
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Apìdeixh NP plhrìthtoc

To prìblhma tou 3-qrwmatismoÔ eÐnai NP

'Estw èna katafatikì stigmiìtupo (E , χG , {0, 1, 2}) tou
probl matoc tou 3-qrwmatismoÔ:

To pistopoihtikì c(x) ja eÐnai h kwdikopoÐhsh τ thc
apeikonÐsewc χG .

O algìrijmoc a ja elègqei:

1 Εάν η τ είναι ορισμένη για όλες τις κορυφές του G .
2 Εάν η τ για κάθε ακμή e του G προσδίδει διαφορετικό
χρώμα στα άκρα της e.
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Apìdeixh NP plhrìthtoc

An�gwg  apì thn 'Oqi-'Ola-'Idia Ikanopoihsimìthta

Orismìc ('Oqi-'Ola-'Idia Ikanopoihsimìthta)

To prìblhma thc ìqi-ìla-Ðdia ikanopoihsimìthtoc (NAESAT)
eÐnai to prìblhma thc Ikanopoihsimìthtoc me epiplèon

periorismoÔc na mhn up�rqei tÔpoc apì th Suzeuktik 

Kanonik  Morf  tou probl matoc me ìlec tic metablhtèc

alhjeÐc   ìlec yeudeÐc.

Isqurismìc

To gr�fhma G eÐnai 3-qrwmatÐsimo e�n kai mìnon e�n to
antÐstoiqo NAESAT prìblhma eÐnai ikanopoi simo.

Pr�gmati, ìla ta K3 ⊆υπ G , èqoun th morf  (a, x1,¬x1) gia na
mhn eÐnai ìlec omìtimec. E�n qrwmatÐsoume ton kìmbo a me to
qr¸ma 2, tìte to qr¸ma 0 qrhsimopoeÐtai stouc geÐtonec tou a
pou den qrhsimopoeÐtai to 1.
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Par�deigma 3-qrwmatismoÔ

Perieqìmena

1 Anagwg 

2 Qamiltonian� Monop�tia
Orismìc tou probl matoc eurèsewc monopatioÔ Hamilton
Apìdeixh NP plhrìthtoc

3 PeriodeÔwn Pwlht c
Orismìc tou probl matoc tou PeriodeÔontoc PwlhtoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc

4 3-Qrwmatismìc
Orismìc tou probl matoc 3-qrwmatismoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc
Par�deigma 3-qrwmatismoÔ

5 Akèraioc Programmatismìc
Orismìc probl matoc akeraÐou programmatismoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc
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Par�deigma 3-qrwmatismoÔ

Par�deigma 3-qrwmatismoÔ

1 Epilègetai mia koruf  v tou
graf matoc kai qrhsimopoieÐtai
to qr¸ma 0 = pr�sino.

2 Kat' ìpin, qrwmatÐzontai (me ta
qr¸mata 1 = mple, 2 = kìkkino)
enall�x oi korufèc se apìstash
d = 1 apì thn v .

3 H diadikasÐa suneqÐzetai
anadromik� kai stic korufèc
apìstashc d > 1 (v ′, v ′′).
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Orismìc probl matoc akeraÐou programmatismoÔ

Perieqìmena

1 Anagwg 

2 Qamiltonian� Monop�tia
Orismìc tou probl matoc eurèsewc monopatioÔ Hamilton
Apìdeixh NP plhrìthtoc

3 PeriodeÔwn Pwlht c
Orismìc tou probl matoc tou PeriodeÔontoc PwlhtoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc

4 3-Qrwmatismìc
Orismìc tou probl matoc 3-qrwmatismoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc
Par�deigma 3-qrwmatismoÔ

5 Akèraioc Programmatismìc
Orismìc probl matoc akeraÐou programmatismoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc
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Orismìc probl matoc akeraÐou programmatismoÔ

Orismìc

'Ena prìblhma beltistopoi sewc me sun�rthsh stìqo

min f (x)

upì touc periorismoÔc gi (x) ≥ 0, hj(x) = 0, ∀i , j , ìpou x ∈ Zn,
n ∈ N eÐnai èna prìblhma akeraÐou programmatismoÔ.

Ekdoq  anagnwrÐsewc probl matoc 0/1 programmatismoÔ

Dedomènou tou probl matoc akeraÐou programmatismoÔ
Ax = b kai miac tim c L, up�rqei x pou na ikanopoieÐ cT x ≤ L?

Ed¸, c eÐnai to di�nusma twn suntelest¸n thc sunart sewc
stìqou, A o pÐnakac twn suntelest¸n tou probl matoc, b to
di�nusma twn stajer¸n ìrwn twn periorism¸n kai x to
di�nusma thc lÔsewc.
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Apìdeixh NP plhrìthtoc

Perieqìmena

1 Anagwg 

2 Qamiltonian� Monop�tia
Orismìc tou probl matoc eurèsewc monopatioÔ Hamilton
Apìdeixh NP plhrìthtoc

3 PeriodeÔwn Pwlht c
Orismìc tou probl matoc tou PeriodeÔontoc PwlhtoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc

4 3-Qrwmatismìc
Orismìc tou probl matoc 3-qrwmatismoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc
Par�deigma 3-qrwmatismoÔ

5 Akèraioc Programmatismìc
Orismìc probl matoc akeraÐou programmatismoÔ
Apìdeixh NP plhrìthtoc
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Apìdeixh NP plhrìthtoc

To prìblhma tou akeraÐou programmatismoÔ eÐnai NP

'Estw o pÐnakac suntelest¸n A ∈Mm×n.

Je¸rhma

E�n èna prìblhma akeraÐou programmatismoÔ èqei efikt 

lÔsh, tìte oi suntetagmènec gia k�poia lÔsh tou probl matoc

fr�ssontai apì thn posìthta

M2 = n · (m · a1)
2m+3(1 + a2)

me a1 = maxi ,j {|aij |} kai a2 = maxi {|bi |}.

H lÔsh pou parèqetai apì to parap�nw Je¸rhma apoteleÐ
pistopoihtikì gia èna katafatikì stigmiìtupo tou
probl matoc, to opoÐo se duadik  morf  eÐnai poluwnumik�
fragmèno apì to mègejoc thc eisìdou.

Qr stoc Phliqìc E.M.P. M.P.L.A. Algìrijmoi kai Poluplokìthta II

Anagwg  kai di�shma Mh Atiokratik� PoluwnumikoÔ Qrìnou Pl rh probl mata
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Apìdeixh NP plhrìthtoc

To prìblhma tou akeraÐou programmatismoÔ eÐnai NP

Enallaktik�, to pistopoihtikì gia to katafatikì stigmiìtupo
mporeÐ na lhfjeÐ apì ton ex c:

Algìrijmoc tou Lènstra

Gia dedomèno n up�rqei algìrijmoc poluwnumikoÔ qrìnou pou
epilÔei to prìblhma tou akeraÐou programmatismoÔ gia tic n
metablhtèc.
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Apìdeixh NP plhrìthtoc

An�gwg  apì to prìblhma thc Ikanopoihsimìthtoc

Dedomènou enìc stigmiotÔpou tou probl matoc thc
Ikanopoihsimìthtoc, h anagwg  sto prìblhma tou AkeraÐou
ProgrammatismoÔ gÐnetai ìpwc parak�tw:
'Estw v1, v2, v3 logikèc metablhtèc. Tìte,

¬v1 ≡ 1− v1

v1 ∨ ¬v2 ∨ ¬v3 ≡ v1 + (1− v2) + (1− v3) ≥ 1

¬v1 ∧ v2 ∧ ¬v3 ≡ (1− v1) · v2 · (1− v3) ≥ 1

k.o.k., to opoÐo apoteleÐ met�bash me qr sh thc �lgebroc Bool
apì touc logikoÔc tÔpouc tou probl matoc thc
Ikanopoihsimìthtoc se dhmiourgÐa anisot twn-periorism¸n tou
probl matoc tou akeraÐou programmatismoÔ.
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