
1

Εισαγωγή στην
Επιστήμη των Υπολογιστών

4ο εξάμηνο Σ.H.M.Μ.Y. & Σ.Ε.Μ.Φ.Ε.
http://www.corelab.ece.ntua.gr/courses/

3η ενότητα: Αυτόματα και Τυπικές Γραμματικές

Στάθης Ζάχος
Άρης Παγουρτζής

Συνεργασία: Κωστής Σαγώνας
Επιμέλεια:

Πάνος Χείλαρης, Βαγγέλης Μπαμπάς, Γεωργία Καούρη



Στάθης Ζάχος , 
Άρης Παγουρτζής

Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο
Εισαγωγή στην Επιστήμη των Υπολογιστών

2

Αυτόματα
• Τρόπος κωδικοποίησης αλγορίθμων.

• Τρόπος περιγραφής συστημάτων πεπερασμένων
καταστάσεων:

Συστήματα που έχουν εσωτερικές καταστάσεις και
προκαθορισμένο τρόπο μετάβασης από μία κατάσταση
σε άλλη με βάση την τρέχουσα κατάσταση και την
είσοδο (συνήθως ενέργεια κάποιου χρήστη). Μπορεί
να έχουν και έξοδο.

• Εφαρμογές σε πλήθος επιστημονικών πεδίων
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Παράδειγμα: πωλητής καφέ (i)

Προδιαγραφές
– ∆ύο είδη καφέ: ελληνικός ή φρέντο.

– Κόστος καφέ: 40 λεπτά.

– Επιτρέπονται κέρματα 10, 20, ή 50 λεπτών.



Στάθης Ζάχος , 
Άρης Παγουρτζής

Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο
Εισαγωγή στην Επιστήμη των Υπολογιστών

4

Παράδειγμα: πωλητής καφέ (ii)
Σχεδίαση του συστήματος

– Εσωτερικές καταστάσεις: q0, q1, q2, q3, q4, q5
(qi: εκφράζει ότι έχουν δοθεί μέχρι στιγμής 10*i λεπτά).

– Πιθανές είσοδοι (ενέργειες): Ρ1, Ρ2, Ρ5 (ρίψη κέρματος
10, 20, ή 50 λεπτών), Κ1, Κ2 (πάτημα κουμπιού 1 για
ελληνικό καφέ, ή 2 για φρέντο).

– Πιθανές έξοδοι: E1, E2, E3, E4, E5
(Ei: εκφράζει ότι επιστρέφονται 10*i λεπτά),              
ΕΛ (παροχή ελληνικού καφέ), ΦΡ (παροχή φρέντο).
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Παράδειγμα: πωλητής καφέ (iii)

q4, E5

q4, E4

q4, E3

q4, E2

q4, Ε1

Ρ5

q0, ΕΛ

q3, -

q2, -

q1, -

q0, -

Κ1

q0, ΦΡq4, E2q4, Ε1q4

q3, -q4, Ε1q4, -q3

q2, -q4, -q3, -q2

q1, -q3, -q2, -q1

q0, -q2, -q1, -q0

Κ2Ρ2Ρ1Είσοδος

Κατάστ.

Πίνακας καταστάσεων: δείχνει ποια είναι η επόμενη
κατάσταση και η έξοδος για κάθε συνδυασμό τρέχουσας
κατάστασης και εισόδου. Αρχική κατάσταση: q0.
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Παράδειγμα: πωλητής καφέ (iv)
∆ιάγραμμα καταστάσεων: παρέχει τις ίδιες πληροφορίες
με τον πίνακα καταστάσεων με πιο εποπτικό τρόπο. 
Αρχική κατάσταση: q0 (σημειώνεται με βέλος).

K1/-
K2/-

Ρ1/-

q0 q1
K1/-
K2/-

q2
q3

q4

Ρ1/-

Ρ2/-

Ρ5/E2

Ρ1/E1 
Ρ2/E2 
Ρ5/E5

Ρ5/E1K1/EΛ
K2/ΦΡ
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Αυτόματα (i)

Ένα αυτόματο έχει μερικές εσωτερικές
καταστάσεις q0, q1, q7, q15, ... , και μια
συνάρτηση μετάβασης δ που καθορίζει την
επόμενη κατάσταση του αυτομάτου με
βάση την τρέχουσα κατάσταση και την
συμβολοσειρά εισόδου.
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Αυτόματα (ii)
• Μηχανισμοί: χωρίς είσοδο – έξοδο. 

δ(qi) = qj
εκτέλεση: q0  qj qk qm . . . 

• Αυτόματα πεπερασμένων καταστάσεων (FSA): με
είσοδο που γίνεται αποδεκτή ή απορρίπτεται.

δ(qi , α) =qj
(a είναι ένα από τα σύμβολα της εισόδου) ‏
εκτέλεση: εξαρτάται από την είσοδο
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Παράδειγμα FSA για αναγνώριση
περιττών αριθμών

• q0: το τελευταίο ψηφίο που διαβάστηκε
είναι διάφορο του 1.

• q1: το τελευταίο ψηφίο που διαβάστηκε
είναι ίσο με 1.

• η q0 είναι αρχική κατάσταση ενώ η q1 είναι
κατάσταση αποδοχής (ή τελική).

1

0
0 1q0 q1
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Ισχυρότερα αυτόματα
• Μηχανές πεπερασμένων καταστάσεων (FSM): είναι

FSA με έξοδο:     δ(qi , α) = (qj  , β)‏
Αυτόματα στοίβας (PDA, pushdown automata): 
έχουν πολύ περισσότερες δυνατότητες καθώς
έχουν μνήμη (σε μορφή στοίβας).

• Μηχανές Turing (TM): έχουν ακόμη περισσότερες
δυνατότητες καθώς έχουν απεριόριστη μνήμη (σε
μορφή ταινίας).

• Γραμμικά περιορισμένα αυτόματα (LBA): είναι ΤΜ
με μνήμη περιορισμένη γραμμικά ως προς το μήκος
της εισόδου.
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Αυτόματα και τυπικές γλώσσες
• Τυπικές γλώσσες: χρησιμοποιούνται για την
περιγραφή υπολογιστικών προβλημάτων
αλλά και γλωσσών προγραμματισμού.

• Αυτόματα: χρησιμεύουν για την αναγνώριση
τυπικών γλωσσών και για την κατάταξη της
δυσκολίας των αντίστοιχων προβλημάτων. 
Κάθε αυτόματο (χωρίς έξοδο) αναγνωρίζει
μια τυπική γλώσσα.
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Τυπικές γλώσσες
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Ορισμός DFA
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Παράδειγμα DFA



Στάθης Ζάχος , 
Άρης Παγουρτζής

Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο
Εισαγωγή στην Επιστήμη των Υπολογιστών

15

Παράδειγμα γλώσσας με DFA
και γλώσσας χωρίς DFA
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Επέκταση ορισμού συνάρτησης δ DFA
∆έχεται ως ορίσματα μια κατάσταση q και μια
συμβολοσειρά w και δίνει την κατάσταση όπου θα
βρεθεί το αυτόματο αν ξεκινήσει από την q και
διαβάσει την w.
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Γλώσσα αποδεκτή από DFA
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Μη ντετερμινιστικά
πεπερασμένα αυτόματα (NFA)
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Παράδειγμα NFA
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Τυπικός ορισμός NFA
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Γλώσσα αποδεκτή από NFA

Σημείωση: η συνάρτηση δ είναι επεκτεταμένη ώστε να δέχεται
σαν ορίσματα μια κατάσταση q και μια συμβολοσειρά w και να
δίνει το σύνολο των καταστάσεων όπου μπορεί να βρεθεί το
αυτόματο αν ξεκινήσει από την q και διαβάσει την w.
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Ισοδυναμία DFA και NFA (i)
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Ισοδυναμία DFA και NFA (ii)
Έστω το NFA Μ =  (Q,Σ,q0,F,δ). 
Ένα ισοδύναμο DFA M'= (Q',Σ,q'

0,F',δ'), ορίζεται ως εξής:

• Q' = Pow(Q),  δηλαδή οι καταστάσεις του Μ’ είναι όλα τα
υποσύνολα καταστάσεων του Μ.

• q'
0 = {q0}, 

• F' = {R ∈ Q' | R ∩ F ≠ ∅}, δηλαδή μια κατάσταση του Μ’
είναι τελική αν περιέχει μια τελική κατάσταση του Μ.

• δ'(R, a) = {q ∈ Q | q ∈ δ(r, a) για r ∈ R}, δηλαδή δ'(R, a)
είναι το σύνολο των καταστάσεων όπου μπορεί να
βρεθεί το Μ ξεκινώντας από οποιαδήποτε κατάσταση
του R και διαβάζοντας a.
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Παράδειγμα μετατροπής
NFA σε DFA

NFA για τη γλώσσα L4 ("2 συνεχόμενα a "):

DFA για τη γλώσσα L4:
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Παράδειγμα μετατροπής
NFA σε DFA (ii)

DFA για τη γλώσσα L4:
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NFAε
Τα μη ντετερμινιστικά αυτόματα με ε-κινήσεις (NFAε) 
επιτρέπουν και ορισμένες μεταβάσεις χωρίς να διαβάζεται
σύμβολο (ισοδύναμα: με είσοδο το κενό string ε). Αποδέχονται
τις συμβολοσειρές που μπορούν να οδηγήσουν σε τελική
κατάσταση, χρησιμοποιώντας ενδεχομένως και ε-κινήσεις.
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Τυπικός ορισμός NFAε
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Γλώσσα αποδεκτή από NFAε

Σημείωση: η συνάρτηση δ είναι επεκτεταμένη ώστε να δέχεται
σαν ορίσματα μια κατάσταση q και μια συμβολοσειρά w και να
δίνει το σύνολο των καταστάσεων όπου μπορεί να βρεθεί το
αυτόματο αν ξεκινήσει από την q και διαβάσει την w,
χρησιμοποιώντας ενδεχομένως και ε-κινήσεις όπου αυτό
επιτρέπεται.
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ε-κλείσιμο
Για να ορίσουμε τυπικά την αποδοχή σε NFAε, αλλά και για να
δείξουμε την ισοδυναμία με DFA, χρειαζόμαστε την έννοια του
ε-κλεισίματος μιας κατάστασης q, που είναι το σύνολο των
καταστάσεων στις οποίες μπορεί να φτάσει το αυτόματο
ξεκινώντας από την q και χρησιμοποιώντας μόνο ε-κινήσεις.
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Ισοδυναμία NFAε και DFA
Έστω το NFAε Μ =  (Q,Σ,q0,F,δ). 
Ένα ισοδύναμο DFA M'= (Q',Σ,q'

0,F',δ'), ορίζεται ως εξής:

• Q' = Pow(Q),  δηλαδή οι καταστάσεις του Μ’ είναι όλα
τα υποσύνολα καταστάσεων του Μ.

• q'
0 = ε-κλείσιμο(q0), 

• F' = {R ∈ Q' | R ∩ F ≠ ∅}, δηλαδή μια κατάσταση του Μ’
είναι τελική αν περιέχει μια τελική κατάσταση του Μ.

• δ'(R, a) = {q ∈ Q | q ∈ ε-κλείσιμο(δ(r, a)) για r ∈ R}, 
δηλαδή δ'(R, a) είναι το σύνολο των καταστάσεων όπου
μπορεί να βρεθεί το Μ ξεκινώντας από οποιαδήποτε
κατάσταση του R και διαβάζοντας a και
χρησιμοποιώντας στη συνέχεια ε-κινήσεις.
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Παράδειγμα ισοδυναμίας
NFAε και DFA
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Ελαχιστοποίηση DFA
• Εξαλείφουμε τις απρόσιτες καταστάσεις
• Σημειώνουμε ως διακρίσιμες δύο
καταστάσεις αν:

– η μία είναι τελική ενώ η άλλη όχι
– οδηγούν με ένα ή περισσότερα σύμβολα σε

διακρίσιμες καταστάσεις (βλ. παρακάτω για
αναλυτική μέθοδο)

• Συγχωνεύουμε ισοδύναμες (= μη
διακρίσιμες) καταστάσεις.
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Εύρεση διακρίσιμων καταστάσεων
• Κατασκευάζουμε πίνακα για να συγκρίνουμε κάθε

ζεύγος καταστάσεων. Βάζουμε ένα X σε κάθε θέση του
πίνακα κάθε φορά που ανακαλύπτουμε ότι δύο
καταστάσεις δεν είναι ισοδύναμες.

• Αρχικά εγγράφουμε X σε όλα τα ζεύγη που προφανώς
διακρίνονται γιατί η μία είναι τελική και η άλλη δεν είναι. 
Μετά προσπαθούμε να δούμε αν διακρίνονται δύο
καταστάσεις, διότι από αυτές με ένα σύμβολο a 
οδηγούμαστε σε διακρίσιμες καταστάσεις.

• Επαναλαμβάνουμε την πιο πάνω προσπάθεια ώσπου να
μην προστίθεται κανένα X πια στον πίνακα. Τα
υπόλοιπα ζευγάρια είναι μη διακρίσιμα, δηλαδή
ισοδύναμα (και επομένως συγχωνεύσιμα).
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Παράδειγμα ελαχιστοποίησης DFA
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Παραδ. ελαχιστοποίησης DFA (συν.)
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2ο παραδ. ελαχιστοποίησης DFA
DFA για τη γλώσσα
L4 = { w ∈ {a,b}* | w περιέχει 2 συνεχόμενα a }:
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Γλώσσες, αυτόματα, γραμματικές
• Τυπικές γλώσσες: χρησιμοποιούνται για την
περιγραφή υπολογιστικών προβλημάτων αλλά
και γλωσσών προγραμματισμού.

• Αυτόματα: χρησιμεύουν για την αναγνώριση
τυπικών γλωσσών και για την κατάταξη της
δυσκολίας των αντίστοιχων προβλημάτων. Κάθε
αυτόματο (χωρίς έξοδο) αναγνωρίζει μια τυπική
γλώσσα.

• Tυπικές γραμματικές: άλλος τρόπος περιγραφής
τυπικών γλωσσών. Κάθε τυπική γραμματική
παράγει μια τυπική γλώσσα.
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Τυπικές γλώσσες
• Πρωταρχικές έννοιες: σύμβολα, παράθεση.
• Αλφάβητο: πεπερασμένο σύνολο συμβόλων. Π.χ. {0,1}, 

{x,y,z}, {a,b}.
• Λέξη (ή συμβολοσειρά, ή πρόταση) ενός αλφαβήτου: 

πεπερασμένου μήκους ακολουθία συμβόλων του
αλφαβήτου. Π.χ. 011001, abbbab.

• |w| = μήκος λέξης w.
• ε = κενή λέξη.
• vw = παράθεση λέξεων v και w.
• Άλλες έννοιες: πρόθεμα (prefix), κατάληξη (suffix), 

υποσυμβολοσειρά (substring), αντίστροφη (reversal), 
παλινδρομική ή καρκινική (palindrome).
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Τυπικές γλώσσες (συν.)
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Παράδειγμα γραμματικής για την
γλώσσα των περιττών αριθμών

S Χ 1
Χ Χ 0
Χ Χ 1
Χ ε

S: το αρχικό σύμβολο
X: μη τερματικό σύμβολο
0,1: τερματικά σύμβολα
ε: η κενή συμβολοσειρά

Τα S και X αντικαθίστανται με βάση τους κανόνες
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Τυπικές γραμματικές (i)
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Τυπικές γραμματικές (ii)



Στάθης Ζάχος , 
Άρης Παγουρτζής

Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο
Εισαγωγή στην Επιστήμη των Υπολογιστών

43

Παράδειγμα τυπικής
γραμματικής

Πιθανή ακολουθία παραγωγής:

Γλώσσα που παράγεται:
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Ιεραρχία Γραμματικών Chomsky
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Ιεραρχία Γραμματικών Chomsky
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Κανονικές Εκφράσεις
(Regular Expressions)
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Ορισμός κανονικών εκφράσεων
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Παραδείγματα κανονικών εκφράσεων
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Ισοδυναμία Κανονικών
Παραστάσεων και Αυτομάτων
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2. Επαγωγικό βήμα. Έστω ότι για r1, r2 έχουμε
αυτόματα Μ1, Μ2, με τελικές καταστάσεις f1, f2:
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“<=“ :   

Κατασκευή κανονικής παράστασης από FA

Απαλείφουμε ενδιάμεσες καταστάσεις σύμφωνα με το σχήμα:

Ισοδυναμία Κανονικών Παραστάσεων
και Αυτομάτων (συν.)
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Παράδειγμα
κατασκευής
κανονικής
παράστασης
από FA
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Κανονικές Γραμματικές
Οι κανονικές γραμματικές είναι γραμματικές
όπου όλοι οι κανόνες είναι της μορφής:

• ∆εξιά γραμμικοί (right linear)
A → wB ή A → w

• Αριστερά γραμμικοί (left linear)
A → Bw ή A → w

(όπου w είναι μια ακολουθία από τερματικά σύμβολα της γλώσσας)

Οι κανονικές γλώσσες είναι γλώσσες που
παράγονται από κανονικές γραμματικές
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Γλώσσες που δεν είναι regular
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Έστω άπειρη κανονική γλώσσα L. Τότε:
• υπάρχει ένας φυσικός n ώστε
• για κάθε w ∈ L με μήκος τουλάχιστον n
• υπάρχει «σπάσιμο» του w σε x, y, z, 
δηλαδή w = xyz, με |xy| ≤ n και |y| > 0

• ώστε για κάθε i = 0, 1, 2, ... :
x yi z ∈ L

Στάθης Ζάχος, 
Άρης Παγουρτζής

Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο
Εισαγωγή στην Επιστήμη των Υπολογιστών

Pumping Lemma

zyxw =

55



Στάθης Ζάχος , 
Άρης Παγουρτζής

Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο
Εισαγωγή στην Επιστήμη των Υπολογιστών

Μη Κανονικές Γλώσσες
Χρήση του Pumping Lemma για να δείξουμε
ότι μια γλώσσα L δεν είναι κανονική:
– έστω ότι η L είναι κανονική
– τότε υπάρχει ένα μήκος n (pumping length)
– επιλέγουμε ένα w ∈ L με μήκος τουλάχιστον n
– και επιχειρηματολογούμε ότι για κάθε τρόπο
γραφής w = xyz που ικανοποιεί τις συνθήκες
του λήμματος, το «φούσκωμα» του y δίνει μία
λέξη που δεν είναι στη γλώσσα L

– άρα καταλήγουμε σε άτοπο.
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Θεώρημα: Η γλώσσα
L = {w: w έχει τον ίδιο αριθμό από 0 και 1} 
δεν είναι κανονική.

Απόδειξη: 
έστω n το μήκος «φουσκώματος» του L
επιλέγουμε w = 0n1n

w = 000000000…0111111111…1

w = xyz, με |y| > 0 και |xy| ≤ n.

p p

Στάθης Ζάχος, 
Άρης Παγουρτζής

Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο
Εισαγωγή στην Επιστήμη των Υπολογιστών

Παράδειγμα χρήσης
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x y z

x y z

x y z
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Παράδειγμα χρήσης (συν.)

– 3 ενδεχόμενα (αν “ξεχάσουμε” ότι |xy| ≤ n ):
w = 000000000…0111111111…1

w = 000000000…0111111111…1

w = 000000000…0111111111…1

– στις πρώτες 2 περιπτώσεις, το «φούσκωμα» του
y δίνει λέξεις που δεν είναι στη γλώσσα L

– η 3η περίπτωση θέλει περισσότερη προσοχή…
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– Ας θυμηθούμε τώρα τη συνθήκη: |xy| ≤ n
– επειδή w = 0n1n, η περίπτωση αυτή δεν είναι
δυνατή:

w = 000000000…0111111111…1

– άρα, και σε αυτήν την περίπτωση καταλήγουμε
σε άτοπο

– και κατά συμπέρασμα η L δεν είναι κανονική.

x y z
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Παράδειγμα χρήσης (συν.)
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∆εύτερο παράδειγμα χρήσης
Θεώρημα: L = {0i1j: i > j} δεν είναι κανονική.
Απόδειξη:

έστω n το μήκος «φουσκώματος» του L
επιλέγουμε w = 0n+11n

w = 000000000…01111111…1

w = xyz, με |y| > 0 και |xy| ≤ n.

n+1 n
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∆εύτερο παράδειγμα χρήσης (συν.)
Ένα μόνο ενδεχόμενο:

w = 000000000…0111111111…1

το φούσκωμα του y δίνει λέξεις της γλώσσας (;)
από πρώτη άποψη αυτό φαίνεται προβληματικό…
το λήμμα ορίζει ότι για κάθε i ≥ 0, xyiz ∈ L 
Όμως, η λέξη xy0z δεν είναι στην L. Άρα η L δεν

είναι κανονική. 

x y z
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Εναλλακτική χρήση Pumping Lemma
(adversary argument)
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Παράδειγμα χρήσης Pumping Lemma
με adversary argument

Άτοπο.
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Γραμματικές Χωρίς Συμφραζόμενα
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Συντακτικά ∆ένδρα
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Απλοποίηση Γραμματικών



Στάθης Ζάχος , 
Άρης Παγουρτζής

Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο
Εισαγωγή στην Επιστήμη των Υπολογιστών

72

Κανονικές Μορφές
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Αλγόριθμος CYK
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Αυτόματα Στοίβας
(PushDown Automata – PDA)
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Σχέση c.f. γλωσσών και PDA
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Γενικές Γραμματικές
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Γραμματικές Με Συμφραζόμενα
(context sensitive)‏
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Σχέση c.s. γλωσσών και LBA
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Iεραρχία κλάσεων γλωσσών


