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Γξάθνη: θαηεπζπλόκελνη θαη κε
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 Γπάθορ (ή γπάθημα): δεύγνο (V,E), V έλα κε θελό 

ζύλνιν, Δ δηκειήο ζρέζε πάλσ ζην V

 Μη καηεςθςνόμενορ γπάθορ: ζρέζε Δ ζπκκεηξηθή

 V: κοπςθέρ (vertices), κόμβοι (nodes)

 Δ: ακμέρ (edges)

 Ε1 = {{1,2}, {1,3}, {2,3}, {3,4}, {3,5}, {4,6}}

 Ε2 = {(1,3), (2,1), (2,4), (3,2), (3,4), (3,5), (4,2), (4,6), (5,6), (6,3)}

(V1,E1)
(V2,E2)
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Γξάθνη: νξνινγία

 Γειηονικέρ (adjacent) κοπςθέρ: ζπλδένληαη κε αθκή, π.ρ. 

4 θαη 6

 Άκπα (endpoints) αθκήο

 Πποζπίπηοςζα (incident) αθκή (ζε θόκβν)

 Γειηονικέρ αθκέο

(V1,E1)
(V2,E2)
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Γξάθνη: νξνινγία

 Βαθμόρ (degree, valence) κοπςθήρ v: ν αξηζκόο ησλ 

αθκώλ πνπ πξνζπίπηνπλ ζηελ v, deg(v)

 Έλαο (κε θαηεπζπλόκελνο) γξάθνο όπνπ deg(v) = k γηα 

θάζε θνξπθή v, ιέγεηαη k-κανονικόρ (k-regular)

 Σεκαληηθή ηδηόηεηα: Σ deg(v) = 2|E|

 Σε θαηεπζπλόκελν γξάθν: in-deg(v), out-deg(v)

2-κανονικός γράφος
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Γηαδξνκέο ζε γξάθνπο

 Γπόμορ: έγθπξε αθνινπζία από θνξπθέο-αθκέο 

 Μονοπάηι: δξόκνο ρσξίο επαλαιήςεηο αθκώλ

 Απλό μονοπάηι: κνλνπάηη ρσξίο επαλαιήςεηο θνξπθώλ

 Κύκλορ: θιεηζηό κνλνπάηη

 Απλόρ κύκλορ: απιό θιεηζηό κνλνπάηη

 Μήκορ δπόμος: ην πιήζνο ησλ αθκώλ ηνπ  
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Αλαπαξάζηαζε γξάθσλ
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 … κε πίνακα γειηνίαζηρ:

 Αλ έρνπκε βάξε, 

 Με-θαηεπζπλόκελνο: ζπκκεηξηθόο πίλαθαο

 Χώξνο: Θ(n2)

 Πξνζπέιαζε γεηηόλσλ: Θ(n)

 Άκεζνο έιεγρνο ύπαξμεο αθκήο: Ο(1)
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Αλαπαξάζηαζε γξάθσλ
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 … κε πίνακα γειηνίαζηρ:

 Αλ έρνπκε βάξε,

 Καηεπζπλόκελνο: κε-ζπκκεηξηθόο πίλαθαο

 Χώξνο: Θ(n2)

 Πξνζπέιαζε γεηηόλσλ: Θ(n)

 Άκεζνο έιεγρνο ύπαξμεο αθκήο: Ο(1)
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Αλαπαξάζηαζε γξάθσλ
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 … κε λίζηερ γειηνίαζηρ: γεηηνληθέο θνξπθέο ζε ιίζηεο

 Αλ έρνπκε βάξε, ηα απνζεθεύνπκε ζηνπο θόκβνπο

 Χώξνο: Θ(m)

 Πξνζπέιαζε γεηηόλσλ: Θ(deg(u))

 Έιεγρνο ύπαξμεο αθκήο: Ο(deg(u))
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Αλαπαξάζηαζε γξάθσλ
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 … κε λίζηερ γειηνίαζηρ: γεηηνληθέο θνξπθέο ζε ιίζηεο

 Αλ έρνπκε βάξε, ηα απνζεθεύνπκε ζηνπο θόκβνπο

 Χώξνο: Θ(m)

 Πξνζπέιαζε γεηηόλσλ: Θ(deg(u))

 Έιεγρνο ύπαξμεο αθκήο: Ο(deg(u))
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Γξάθνη: ζπλεθηηθνί θαη κε

1

2 4

53

6

 Έλαο κε θαηεπζπλόκελνο γξάθνο ιέγεηαη ζςνεκηικόρ 

(connected) αλ ππάξρεη δξόκνο κεηαμύ νπνησλδήπνηε 

δύν θνξπθώλ ηνπ

•Σε ζπλεθηηθό γξάθν ηζρύεη: 

 Έλαο θαηεπζπλόκελνο γξάθνο ιέγεηαη

•ιζσςπά ζςνεκηικόρ (strongly connected)

αλ ππάξρεη δξόκνο κεηαμύ νπνησλδήπνηε 

δύν θνξπθώλ ηνπ αθνινπζώληαο ηηο 

θαηεπζύλζεηο ησλ αθκώλ

•αζθενώρ ζςνεκηικόρ (weakly connected) αλ ππάξρεη 

δξόκνο κεηαμύ νπνησλδήπνηε δύν θνξπθώλ ηνπ αγλνώληαο 

ηηο θαηεπζύλζεηο ησλ αθκώλ
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Άιιεο έλλνηεο

 Παπάγων ςπογπάθορ 

(spanning subgraph)

 Παπαγόμενορ ςπογπάθορ (induced subgraph)

 Σςνεκηικέρ ζςνιζηώζερ (connected components)

 Πλήπηρ γπάθορ (Κn), διμεπήρ γπάθορ (πλήπηρ Kn,m)

 Δπίπεδορ γπάθορ: αλ δελ πεξηέρεη σο ππνγξάθνπο ηα Κ5, 

Κ3,3 - νύηε γξάθνπο πνπ πξνθύπηνπλ από απηά κε 

ππνδηαηξέζεηο ησλ αθκώλ ηνπο

 Γένδπο (tree): ζπλεθηηθόο γξάθνο ρσξίο θύθινπο
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Κιάζεηο πνιππινθόηεηαο

 P: πξνβιήκαηα απόθαζεο γηα ηα νπνία ε ζσζηή 

απάληεζε κπνξεί λα βξεζεί ζε πνιπσλπκηθό 

ρξόλν

 ΝP: πξνβιήκαηα απόθαζεο γηα ηα νπνία ε ζσζηή 

απάληεζε, αλ είλαη καηαθαηική, κπνξεί λα 

επαιεζεπζεί ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν (κε ρξήζε 

ζύνηομος πιζηοποιηηικού)

 Σπρλά ελλννύκε ηα αληίζηνηρα πξνβιήκαηα 

αλαδήηεζεο ή / θαη βειηηζηνπνίεζεο
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Πξνβιήκαηα Γξάθσλ ζηελ Κιάζε P

 Κύκλορ Euler

 Πποζβαζιμόηηηα (reachability) + Γιάζσιζη (traversal): 

DFS, BFS, ...

 Σςνεκηικέρ ζςνιζηώζερ (connected components)

 Σςνηομόηεπα μονοπάηια (shortest paths)

 Δλάσιζηο ζςνδεηικό δένδπο (minimum spanning tree)

 Μέγιζηη ποή (maximum flow)

 Τέλειο ηαίπιαζμα (perfect matching)

 Χπωμαηιζμόρ ακμών διμεπούρ γπάθος (bipartite edge 

coloring) 
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Γηάζρηζε δέλδξσλ

 Πποδιαηεηαγμένη (preorder): 1 2 4 5 3 6

 Δνδοδιαηεηαγμένη (inorder): 4 2 5 1 6 3

 Μεηαδιαηεηαγμένη (postorder): 4 5 2 6 3 1

 Προδιαη/νη: καηαγραθή 

κόμβοσ ηην 1η θορά ποσ ηον 

ζσνανηάμε

 Ενδοδιαη/νη: καηαγραθή 

κόμβοσ ηη 2η θορά ποσ ηον 

ζσνανηάμε (θύλλα: ηην 1η)

 Μεηαδιαη/νη: καηαγραθή 

κόμβοσ ηην ηελεσηαία θορά

ποσ ηον ζσνανηάμε
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Αλαδήηεζε Καηά Βάζνο (DFS)

Πολςπλοκόηηηα O(|V|+|E|): ζε θάζε θόκβν Ο(deg(v)) 

έιεγρνη θαη θιήζεηο ηεο dfs (με ποια αναπαπάζηαζη;)
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Παξάδεηγκα DFS
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2ν παξάδεηγκα DFS
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Δπηπιένλ εθαξκνγέο DFS

 Έλεγσορ ζςνεκηικόηηηαρ

 Δύπεζη ζςνεκηικών ζςνιζηωζών (πώρ;)

 Δνηοπιζμόρ / εύπεζη κύκλων: κε έιεγρν θαη 

ρξήζε μη δενδπικών αθκώλ

 Αποδοηική εξεπεύνηζη άγνωστης πεπιοσήρ
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Αλαδήηεζε Καηά Πιάηνο (BFS)

Πολςπλοκόηηηα O(|V|+|E|): ζε θάζε θόκβν v, 

Ο(deg(v)) έιεγρνη θαη εηζαγσγέο ζηελ νπξά
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Παξάδεηγκα BFS
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Δπηπιένλ εθαξκνγέο ΒFS

 Έλεγσορ ζςνεκηικόηηηαρ

 Δύπεζη ζςνεκηικών ζςνιζηωζών

 Δνηοπιζμόρ / εύπεζη κύκλων: κε έιεγρν θαη 

ρξήζε μη δενδπικών αθκώλ

 Μέηπηζη αποζηάζεων από αξρηθό θόκβν (ζε 

πιήζνο αθκώλ)



Δθαξκνγή DFS/BFS

 To Πξόβιεκα ηνπ Βαξθάξε
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Δθαξκνγή DFS/BFS

 To Πξόβιεκα ηνπ Βαξθάξε

 Μνληεινπνίεζε θαηαζηάζεσλ κε θόκβνπο 

γξάθνπ, π.ρ.

(Λ,Π,Μ,Β / -)   (Λ,Π / Β,Μ)

 Δπίιπζε: δηαδξνκή από αξρηθή 

θαηάζηαζε πξνο ηειηθή

 Πώο ζα βξνύκε ηελ βέιηηζηε ζεηξά 

θηλήζεσλ;

 Πώο γεληθεύεηαη ην πξόβιεκα;
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Σπληνκόηεξα Μνλνπάηηα (Dijkstra)

Πολςπλ/ηα

O(|V|2):

ζε θάζε 

επαλάιεςε 

Ο(|V|) γηα 

εύξεζε 

ειαρίζηνπ, 

Ο(|V|) γηα 

ελεκέξσζε 

απνζηάζεσλ
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Παξάδεηγκα Dijkstra
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2ν παξάδεηγκα Dijkstra
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δείρλνπλ πνηνο είλαη ν πξνεγνύκελνο θόκβνο (πίλαθαο P).
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Δηζαγσγή ζηελ Δπηζηήκε ησλ Υπνινγηζηώλ Γξάθνη: Πξνβιήκαηα θαη Αιγόξηζκνη 54

Διάρηζην Σπλδεηηθό Γέλδξν (MST)

 Κπιηήπιο Prim: Γηαιέγνπκε θάζε θνξά ηελ αθκή 

ειαρίζηνπ θόζηνπο έηζη ώζηε ν λένο ππνγξάθνο 

λα παξακέλεη δέλδξν

 Κπιηήπιο Kruskal: Γηαιέγνπκε θάζε θνξά ηελ 

αθκή ειαρίζηνπ θόζηνπο έηζη ώζηε ν λένο 

ππνγξάθνο λα κελ έρεη θύθινπο
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Αιγόξηζκνο Prim

 Δπηιέγεηαη έλαο αξρηθόο θόκβνο, π.ρ. ν θόκβνο v. Ζ 

απόζηαζε ηνπ αξρηθνύ θόκβνπ ηίζεηαη ζην 0, ελώ ησλ 

ππόινηπσλ θόκβσλ ζην ∞.

 Κάζε θνξά επηιέγεηαη ν θόκβνο, έζησ w, κε ηελ ειάρηζηε 

απόζηαζε από ηο μέσπι ζηιγμήρ καηαζκεςαζμένο δένδπο, 

θαη πξνζηίζεηαη ζην δέλδξν. Δλεκεξώλνληαη νη απνζηάζεηο 

ησλ ππόινηπσλ θόκβσλ από ην δέλδξν κε βάζε ην θόζηνο 

ησλ αθκώλ (w,ui):  

if cost(w,ui)<dist(ui) then dist(ui):=cost(w,ui)

 Πολςπλοκόηηηα: O(|V|2), πινπνίεζε παξόκνηα κε 

Dijkstra
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Αιγόξηζκνο Prim
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Αιγόξηζκνο Prim
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Αιγόξηζκνο Prim
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Αιγόξηζκνο Prim
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Αιγόξηζκνο Kruskal

 Οη αθκέο ηαμηλνκνύληαη ζε αύμνπζα ζεηξά θόζηνπο. Κάζε 

θνξά επηιέγεηαη ε αθκή ειαρίζηνπ θόζηνπο θαη αλ δε 

δεκηνπξγεί θύθιν ζην κέρξη ζηηγκήο δάζνο πξνζηίζεηαη ζε 

απηό, αιιηώο απνξξίπηεηαη. 

 Γηα απνδνηηθή πινπνίεζε, ε ύπαξμε θύθινπ ειέγρεηαη κε 

ρξήζε πξάμεσλ ζπλόισλ (UNION-FIND, Union by Rank).

 Πολςπλοκόηηηα: O(|E|log|V|)
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Αιγόξηζκνο Kruskal
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Κνηλή ηδέα Prim-Kruskal

Ξεθηλώληαο από ηνλ γξάθν ρσξίο αθκέο θαη 
ελώλνληαο επαλαιεπηηθά δύν νπνηαδήπνηε
ζπκπιεξσκαηηθά ππνζύλνια θόκβσλ S θαη V \ S, 
πνπ αθόκε δελ έρνπλ αθκή κεηαμύ ηνπο, κε ηελ 
ειαθξύηεξε αθκή θαηαιήγνπκε ζε ειάρηζην 
ζπλδεηηθό δέλδξν
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Γηαηί δνπιεύεη ε ηδέα; 

Θεώπημα. Έλα ζύλνιν αθκώλ A πνπ είλαη 
ςποζσόμενο (= ππνζύλνιν ελόο MST) παξακέλεη 
ππνζρόκελν αλ ηνπ πξνζζέζνπκε ηελ 
ειαθξύηεξε αθκή κεηαμύ νπνηαζδήπνηε 
ζπλεθηηθήο ζπληζηώζαο (connected component)
ηνπ ηξέρνληνο γξάθνπ (πνπ νξίδεηαη από ηηο 
αθκέο ηνπ A) θαη ηνπ ππόινηπνπ ηξέρνληνο 
γξάθνπ. 

Απόδειξη. Σηνλ πίλαθα. 
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Δθαξκνγή: αιγόξηζκνο Boruvka

 Λεηηνπξγεί ζε γύξνπο. Αξρηθά θάζε θόκβνο 
είλαη ζπληζηώζα κόλνο ηνπ. 

 Σε θάζε γύξν, κάθε ζπλεθηηθή ζπληζηώζα 
ζπλδέεηαη κε ηελ ειαθξύηεξε δπλαηή αθκή κε 
θάπνηα από ηηο ππόινηπεο ζπληζηώζεο. 
Χξεηάδεηαη ηξόπνο επίιπζεο 'ηζνπαιηώλ'. 

Πολςπλοκόηηηα: O(|E|log|V|) (ζε θάζε γύξν 
ην πιήζνο ζπληζησζώλ κεηώλεηαη ζην κηζό). 

Πξνζθέξεηαη γηα παξάιιειε / θαηαλεκεκέλε 
πινπνίεζε. 
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NP-πιήξε Πξνβιήκαηα Γξάθσλ

 VERTEX COVER (VC)

 CLIQUE

 HAMILTON CIRCUIT (HC)

 TRAVELING SALESMAN (TSP)

 3-COLORABILITY

 SUBGRAPH ISOMORPHISM

 3-DIMENSIONAL MATCHING (3DM)
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NP-πιήξε Πξνβιήκαηα Γξάθσλ

Απόδεημε NP-πιεξόηεηαο: αναγωγέρ
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«Δλδηάκεζε» Πνιππινθόηεηα;

Ιζομορθιζμός γράθων: δεν είναι NP-πλήρες 

πρόβλημα (κάηω από γενικά παραδεκηές 

σποθέζεις)


